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具有阶段结构和非局部空间效应

的竞争系统的稳定性

谢溪庄

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　构造一类具有阶段结构和非局部空间效应影响的两种成年种群个体相互竞争的反应扩散模型．利用

线性稳定化方法和Ｒｅｄｌｉｎｇｅｒ上下解方法得到该竞争模型的动力性态，并证明模型在边界平衡点和共存平衡

点是全局渐近稳定的．
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近几十年来，反应扩散方程作为一类重要的半线性抛物型方程，引起了研究者的重视和关注．本

文利用文献［１?３］建模的方法，建立一类具有阶段结构、非线性种内制约关系、非局部空间效应影响、成

年种群相互竞争和带有齐次Ｎｅｕｍａｎｎ边值的反应扩散模型．

１　反应扩散模型

具体模型为

狌１

狋
＝犇１


２狌１

狓
２ ＋α１ｅ

－狉１τ１∫
π

０
犌１（狓，狔，τ１）狌１（狋－τ１，狔）ｄ狔－β１狌

１＋θ１
１ （狋，狓）－犮１狌１（狋，狓）狌２（狋，狓），

　　
狏１

狋
＝犱１


２狏１

狓
２ ＋α１狌１（狋，狓）－狉１狏１（狋，狓）－α１ｅ

－狉１τ１∫
π

０
犌１（狓，狔，τ１）狌１（狋－τ１，狔）ｄ狔，

狌２

狋
＝犇２


２狌２

狓
２ ＋α２ｅ

－狉２τ２∫
π

０
犌２（狓，狔，τ２）狌２（狋－τ２，狔）ｄ狔－β２狌

１＋θ２
２ （狋，狓）－犮２狌１（狋，狓）狌２（狋，狓），

　　
狏２

狋
＝犱２


２狏２

狓
２ ＋α２狌２（狋，狓）－狉２狏２（狋，狓）－α２ｅ

－狉２τ２∫
π

０
犌２（狓，狔，τ２）狌２（狋－τ２，狔）ｄ狔，

　　　　　
狌犻

狓
（狋，０）＝

狏犻

狓
（狋，０）＝

狌犻

狓
（狋，π）＝

狏犻

狓
（狋，π）＝０，　犻＝１，２，

　　狌犻（狋，狓）＝φ犻（狋，狓），　狏犻（狋，狓）＝犻（狋，狓），　（狋，狓）∈ ［－τ，０］×［０，π］，　犻＝１，２

烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：狋＞０，狓∈ （０，π），τ＝ｍａｘ｛τ１，τ２｝，且犌犻＝１／π＋（２／π）∑
＋∞

狀＝１

ｅ－犱犻狀
２
狋ｃｏｓ狀狓ｃｏｓ狀狔满足

犌犻

狋
＝犱犻


２犌犻

狓
２
，　　 　　　０＜狓＜π，　犻＝１，２，

犌犻

狋
＝０，　　　　　　　　狓＝０，π，

犌犻（狓，狔，０）＝δ犻（狓－狔）

烅

烄

烆 ．

其中：犇犻，犱犻，α犻，狉犻，τ犻，β犻，犮犻，θ犻（犻＝１，２），均大于０，且生物意义和文献［１，３４］一样．由于θ１，θ２＞０，取值

的多样性，造成系统动力性态的复杂性，所以只研究当θ１≥１，θ２≥１和θ１＜１，θ２＜１的情况．

　收稿日期：　２０１１１０２９

　通信作者：　谢溪庄 （１９８１），男，助教，主要从事生物数学的研究．Ｅｍａｉｌ：ｘｚｘ＠ｈｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　基金项目：　国务院侨办科研基金资助项目（０９ＱＺＲ１０）



　　由系统（１）可知，只有成年种群存在竞争，所以只需考虑如下子系统，即

狌１

狋
＝犇１


２狌１

狓
２ ＋α１ｅ

－狉１τ１∫
π

０
犌１（狓，狔，τ１）狌１（狋－τ１，狔）ｄ狔－β１狌

１＋θ１
１ （狋，狓）－犮１狌１（狋，狓）狌２（狋，狓），

狌２

狋
＝犇２


２狌２

狓
２ ＋α２ｅ

－狉２τ２∫
π

０
犌２（狓，狔，τ２）狌２（狋－τ２，狔）ｄ狔－β２狌

１＋θ２
２ （狋，狓）－犮２狌１（狋，狓）狌２（狋，狓），

　
狌犻

狓
（狋，０）＝

狌犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞０，　犻＝１，２，

　 狌犻（狋，狓）＝φ犻（狋，狓），　　（狋，狓）∈ ［－τ，０］×［０，π］，　　犻＝１，２

烍

烌

烎．

（２）

２　平衡点和局部稳定性

易知系统（２）有犈０＝（０，０），犈１＝（犽１，０），犈２＝（０，犽２）共３个平衡点．其中：犽１＝（
α１ｅ

－狉
１τ１

β１
）１／θ１；犽２＝

（α２ｅ
－狉
２τ２

β２
）１／θ２．若系统（２）满足条件β１犽

θ１
１ ＞犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＞犮２犽１，或β１犽

θ１
１ ＜犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＜犮２犽１，则系统（２）还存

在唯一正平衡点犈＝（狌１ ，狌

２ ）．其中：狌


１ ，狌


２ 满足

α１ｅ
－狉１τ１－β１（狌


１ ）

θ１－犮１狏

１ ＝０，　　α２ｅ

－狉２τ２－β２（狏

１ ）

θ２－犮２狌

１ ＝０． （３）

　　对系统（２）做线性化处理，并将（犫１，犫２）ｅ
σ狋＋ｉ犽狓代入，可得系统（２）的特征方程为

犅（σ）＝
犵１（σ，犽

２） 犮１狌

犮２狏 犵２（σ，犽
２）
，

且
犵１（σ，犽

２）＝σ＋犇１犽
２
＋β１（１＋θ１）狌

θ１
１ ＋犮１狌２－α１ｅ

－（狉１＋σ＋犱１犽
２）τ１，

犵２（σ，犽
２）＝σ＋犇２犽

２
＋β２（１＋θ２）狌

θ２
２ ＋犮２狌１－α２ｅ

－（狉２＋σ＋犱２犽
２）τ２
烍
烌

烎．
（４）

　　引理１　系统（２）在犈０＝（０，０）处是局部不稳定的．

证明　易知系统（２）在犈０＝（０，０）处的特征方程为

［σ＋犇１犽
２
－α１ｅ

－（狉１＋σ＋犱１犽
２）τ１］×［σ＋犇２犽

２
－α２ｅ

－（狉２＋σ＋犱２犽
２）τ２］＝０． （５）

不难看出，当犽＝０时，方程（５）至少存在一个正实部的根，因此引理１得证．

引理２　当β１犽
θ１
１ ＞犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＜犮２犽１ 时，则系统（１）在犈１ 处局部渐近稳定而在犈２ 处局部不稳定．

证明　易得系统（２）在犈１＝（犽１，０）处的特征方程为

犵１（σ，犽
２）犵２（σ，犽

２）＝ ［σ＋犇１犽
２
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－（狉１＋σ＋犱１犽

２）τ１］×

［σ＋犇２犽
２
＋犮２犽１－α２ｅ

－（狉２＋σ＋犱２犽
２）τ２］＝０，

若犵１（σ，犽
２）＝０，有σ＋犇１犽

２＋（１＋θ１）α１ｅ
－狉
１τ１＝α１ｅ

－（狉
１
＋σ＋犱１犽

２）τ１．

设存在σ
，Ｒｅσ＞０，则有｜σ＋犇１犽

２＋（１＋θ１）α１ｅ
－狉
１τ１｜＝｜α１ｅ

－（狉
１
＋σ＋犱１犽

２）τ１｜≤α１ｅ
－狉
１τ１，与假设矛

盾，因此Ｒｅσ＜０．若犵２（σ，犽
２），设存在σ，Ｒｅσ＞０，则有｜σ＋犇２犽

２＋犮２犽１｜＜α２ｅ
－狉
２τ２，与假设矛盾，因

此Ｒｅσ＜０，系统（１）在犈１＝（犽１，０）处是局部渐近稳定的．类似可证系统（１）在犈２＝（０，犽２）处是局部不

稳定，引理２得证．同理可得如下引理３．

引理３　当β１犽
θ１
１ ＜犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＞犮２犽１ 时，则系统（２）在犈２ 处局部渐近稳定而在犈１ 处局部不稳定．

引理４　当β１犽
θ１
１ ＞犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＞犮２犽１ 时，则系统（２）在犈＝（狌


１ ，狌


２ ）处是局部渐近稳定的．

证明　由式（３），（４）易得系统（２）在犈＝（狌１ ，狌

２ ）处的特征方程为

［σ＋犇１犽
２
＋β１θ１（狌


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２）τ２）］－犮１犮２狌


１狌


２ ＝０．

　　令σ＝犪＋犫ｉ，记犃１＝犪＋犇１犽
２＋β１θ１（狌


１ ）

θ１＋α１ｅ
－狉
１τ１－α１ｅ

－（狉
１
＋犱
１
犽
２
＋犪）τ１ｃｏｓ犫τ１，犃２＝犪＋犇２犽

２＋β２·

θ２（狌

２ ）

θ２＋α２ｅ
－狉
２τ２－α２ｅ

－（狉
２
＋犱
２
犽
２
＋犪）τ２ｃｏｓ犫τ２，犅１＝犫＋α１ｅ

－（狉
１
＋犱
１
犽
２
＋犪）τ１ｓｉｎ犫τ１，犅２＝犫＋α２ｅ

－（狉
２
＋犱
２
犽
２
＋犪）τ２·

ｓｉｎ犫τ２．代入可得（犃１＋犅１ｉ）（犃２＋犅２ｉ）＝犮１犮２狌

１狌


２ ．即犃１犃２－犅１犅２＝犮１犮２狌


１狌


２ ，犃１犅２＋犃２犅１＝０

犃１犃２≤犮１犮２狌

１狌


２ ．
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假设Ｒｅσ＝犪≥０，可得犃１≥犇１犽
２＋β１θ１（狌


１ ）

θ１＋α１ｅ
－狉
１τ１－α１ｅ

－（狉
１
＋犱
１
犽
２
＋犪）τ１ｃｏｓ犫τ１≥β１θ１（狌


１ ）

θ１＞０．

同理可得犃２≥β２θ２（狌

２ ）

θ２＞０，即 犃１犃２≥β１β２θ１θ２（狌

１ ）

θ１（狌２ ）
θ２＞０，从而犮１犮２狌


１狌


２ ≥β１β２θ１θ２（狌


１ ）

θ１·

（狌２ ）
θ２＞０β

１β２θ１θ２（狌

１ ）

θ１－１（狌２ ）
θ２－１

犮１犮２
≤１与条件矛盾

［３］．引理４得证．

３　平衡点的全局稳定性

定义１　系统（２）的一对上下解是一对光滑函数珘狌＝（珘狌１，珘狌２），^狌＝（^狌１，^狌２），且满足

珘狌犻

狋
≥犇犻


２珘狌犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）φ犻（狋－τ犻，狔）ｄ狔－β犻珘狌

１＋θ犻
犻 （狋，狓）－犮犻珘狌犻（狋，狓）珘狌３－犻（狋，狓），

^狌犻

狋
≤犇犻


２^狌犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）φ犻（狋－τ犻，狔）ｄ狔－β犻^狌

１＋θ犻
犻 （狋，狓）－犮犻^狌犻（狋，狓）^狌３－犻（狋，狓），

珘狌犻

狓
（狋，０）≤０，

珘狌犻

狓
（狋，π）≥０，　　

^狌犻

狓
（狋，０）≥０，

^狌犻

狓
（狋，π）≤０，　　狋＞０，　犻＝１，２，

狌^犻（狋，狓）＝φ犻（狋，狓）≤珘狌犻（狋，狓），　　（狋，狓）∈ ［－τ，０］×［０，π］，　犻＝１，２

烅

烄

烆 ．

　　由文献［５］可得如下引理．

引理５　如果珘狌和狌^是系统（２）的一对上下解，且φ犻（狋，狓）在［－τ，０］×［０，π］上是 Ｈｌｄｅｒ连续的，

则系统（２）存在唯一的解（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓）），在［－τ，＋∞］×［０，π］上满足狌^犻≤狌犻≤珘狌犻（犻＝１，２）．

引理６　如果φ犻（狋，狓）在［－τ，０］×［０，π］上是Ｈｌｄｅｒ连续的，且φ犻（狋，狓）≥０，φ犻（０，狓）≠０（犻＝１，２），

则系统（２）存在唯一正解．

证明　取犓１≥ｍａｘ｛‖φ１‖，犽１｝，犓２≥ｍａｘ｛‖φ２‖，犽２｝，其中‖φ犻‖＝ ｍａｘ
（狋，狓）∈［－τ，０］×［０，π］

｜φ犻（狋，狓）｜，犻＝

１，２．显然（０，０），（犓１，犓２）为系统（２）的一对上下解．由引理５可知，系统（２）有唯一解（狌１，狌２）满足０≤

狌犻≤犓犻（犻＝１，２）．下面只需证狌犻＞０（犻＝１，２）．

假设存在（狋，狓）∈［０，＋∞）×［０，π］满足狌犻（狋
，狓）＝０（犻＝１，２），由系统（２）可得

犔狌犻＋犺犻（狋，狓）狌犻≥０，　　（狋，狓）∈ （０，狋
］×（０，π），

狌犻

狋
（０，狋）＝

狌犻

狋
（π，狋）＝０，

狌犻（狓，０）＝φ犻（狓，０），　　狓∈ ［０，π］

烅

烄

烆 ．

其中：犔狌犻＝
狌犻

狋
－犇犻


２狌犻

狓
２
；犺犻（狋，狓）＝β犻犓

θ犻
犻＋犮犻犓犻犓３－犻＞０，犻＝１，２．

此时由文献［６］中的强极大值原理和边界点引理可得，φ犻（０，狓）≡０（犻＝１，２）与引理的条件相矛盾，

因此（狋，狓）∈（０，＋∞）×［０，π］，有狌犻（狋，狓）＞０（犻＝１，２）．引理得证．

由比较原理，直接可得以下的引理．

引理７　如果狌（狋，狓）是方程

狌

狋
＝犇


２狌

狓
２＋αｅ

－狉τ

∫
π

０
犌（狓，狔，τ）狌（狋－τ，狔）ｄ狔－β狌

１＋θ１（狋，狓）－犮狌（狋，狓），　　狋＞０，　狓∈ ［０，π］

的解，而狑（狋，狓）满足

狑

狋
≥犇


２狑

狓
２ ＋αｅ

－狉τ

∫
π

０
犌（狓，狔，τ）狑（狋－τ，狔）ｄ狔－β狑

１＋θ１（狋，狓）－犮狑（狋，狓），　　狋＞０，　狓∈ ［０，π］，

且当狋∈［－τ，０］时，狑（狋，狓）≥狌（狋，狓），则狋＞０，狑（狋，狓）≥狌（狋，狓）．

再由文献［３］引理３．３和文献［７］定理３．１，可得到系统（２）单种群情况的全局吸引性．

引理８　假设φ（狋，狓）在［－τ，０］×［０，π］上是 Ｈｌｄｅｒ连续的，且φ（狋，狓）≥０，φ（０，狓）≠０，如果狌（狋，

狓）为方程

狌

狋
＝犇


２狌

狓
２＋αｅ

－狉τ

∫
π

０
犌（狓，狔，τ）狌（狋－τ，狔）ｄ狔－

　　　　β狌
１＋θ１（狋，狓）－犃狌（狋，狓），　　狋＞０，　狓∈ ［０，π］，

狌

狓
（狋，０）＝

狌

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞０，

狌（狋，狓）＝φ（狋，狓），　　（狋，狓）∈ ［－τ，０］×［０，π

烅

烄

烆 ］
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的解，且αｅ
－狉τ
＞犃≥０，则有ｌｉｍ

狋→＋∞
狌（狋，狓）＝（

αｅ
－狉τ－犃

β
）１／θ１，狓∈［０，π］．

利用文献［１，３，８］中证明全局吸引的方法（交叉迭代法），来证明系统（２）在平衡点犈１，犈２，犈的全局

吸引性．

定理１　假设β１犽
θ１
１ ＞犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＞犮２犽１，且φ犻（狋，狓）在［－τ，０］×［０，π］上是Ｈｌｄｅｒ连续的，φ犻（狋，狓）≥

０，φ犻（０，狓）≠０（犻＝１，２），则系统（２）的解狌（狋，狓）＝（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））满足ｌｉｍ
狋→＋∞

（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））＝

（狌１ ，狌

２ ），对狓∈［０，π］是一致成立的．

证明　设（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））是系统（２）正解，记犝１＝ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

ｍａｘ
狓∈［０，π］

狌１（狋，狓），犞１＝ｌｉｍｉｎｆ
狋→＋∞

ｍｉｎ
狓∈［０，π］

狌１（狋，

狓），犝２＝ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

ｍａｘ
狓∈［０，π］

狌２（狋，狓），犞２＝ｌｉｍｉｎｆ
狋→＋∞

ｍｉｎ
狓∈［０，π］

狌２（狋，狓）．若要证明犝１＝犞１＝狌

１ ，犝２＝犞２＝狌


２ ，则令

（狌－
（１）

１ （狋，狓），（狌－
（１）

２ （狋，狓）））为方程

狌
－（１）
犻

狋
＝犇犻


２狌－

（１）
犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）狌

－（１）
犻 （狋－τ犻，狔）ｄ狔－

　　　　β犻（狌
－（１）
犻 （狋，狓））１＋θ犻，　　狋＞０，　狓∈ ［０，π］，

狌
－（１）
犻

狓
（狋，０）＝

狌
－（１）
犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞０，　犻＝１，２，

狌－
（１）

犻 （狋，狓）＝犓犻，　　（狋，狓）∈ ［－τ，０］×［０，π］，　犻＝１，

烅

烄

烆 ２

的解，易知（０，０）和（狌－
（１）

１ ，狌－
（１）

２ ）为系统（２）的一对上下解．

由引理５，６可得，０＜狌１（狋，狓）≤狌
－（１）
１ （狋，狓），０＜狌２（狋，狓）≤狌

－（１）
２ （狋，狓）．由引理８可得，ｌｉｍ

狋→＋∞
狌－

（１）
犻 （狋，

狓）＝（
α犻ｅ

－狉犻τ犻

β犻
）１／θ犻＝∶犕狌犻１，狓∈［０，π］（犻＝１，２），因此，ε＞０，犜１，１＞０．当狋＞犜１，１时，ｍａｘ

狓∈［０，π］
狌－

（１）
犻 （狋，狓）＜

犕狌犻１ ＋ε（犻＝１，２），从而有犝犻＝ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

ｍａｘ
狓∈［０，π］

狌１（狋，狓）≤犕
狌犻
１（犻＝１，２）．令（狌

（１）
１ （狋，狓），狌

（１）
２ （狋，狓））为方程

狌
（１）
犻

狋
＝犇犻


２狌

（１）
犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）狌

（１）
犻 （狋－τ犻，狔）ｄ狔－

　　　　β犻（狌
（１）
犻 （狋，狓））

１＋θ犻 －犮犻狌
（１）
犻 （狋，狓）狌

（１）
３－犻（狋，狓），

狌
（１）
犻

狓
（狋，０）＝

狌
（１）
犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞０，　犻＝１，２，

狌
（１）
犻 （狋，狓）＝

１

２
狌犻（狋，狓），　　（狋，狓）∈ ［－τ，犜１，１］×［０，π］，　　犻＝１，

烅

烄

烆
２

的解，从而（狌－
（１）

１ ，狌－
（１）

２ ）和（狌
（１）
１ ，狌

（１）
２ ）为系统（２）的一对上下解．由引理５，６可得狌

（１）
１ （狋，狓）≤狌１（狋，狓）≤

狌－
（１）

１ （狋，狓），狌
（１）
２ （狋，狓）≤狌２（狋，狓）≤狌

－（１）
２ （狋，狓）．

由条件β１犽
θ１
１ ＞犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＞犮２犽１ 可得，α１ｅ

－狉
１τ１＞犮１犕

狌
２
１ ，α２ｅ

－狉
２τ２＞犮２犕

狌
１
１ 对任意充分小的ε＞０，有

α１ｅ
－狉
１τ１＞犮１（犕

狌
２
１ ＋ε），α２ｅ

－狉
２τ２＞犮２（犕

狌
１
１ ＋ε）．考虑方程

狑
（１）
犻

狋
＝犇犻


２狑

（１）
犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）狑

（１）
犻 （狋－τ犻，狔）ｄ狔－

　　　　β犻（狑
（１）
犻 （狋，狓））

１＋θ犻 －犮犻狑
（１）
犻 （狋，狓）（犕

狌
３－犻
１ ＋ε），

狑
（１）
犻

狓
（狋，０）＝

狑
（１）
犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞犜１，１，　犻＝１，２，

狑
（１）
犻 （狋，狓）＝

１

２
狌犻（狋，狓），　　（狋，狓）∈ ［－τ，犜１，１］×［０，π］，　　犻＝１，２

烅

烄

烆
，

由引理８可得，ｌｉｍ
狋→＋∞

狑
（１）
犻 （狋，狓）＝（

α犻ｅ
－狉犻τ犻－犮犻（犕

狌
３－犻
１ ＋ε）

β犻
）１／θ犻，狓∈［０，π］，犻＝１，２，而由引理７可得ε＞０，

犜１，２≥犜１，１，当狋＞犜１，１时，有

ｍｉｎ
狓∈［０，π］

狌
（１）
犻 （狋，狓）＞ （

α犻ｅ
－狉犻τ犻 －犮犻（犕

狌
３－犻
１ ＋ε）

β犻
）１／θ犻 －ε，　　犻＝１，２．

由ε的任意性可得

犞１ ＝ｌｉｍｉｎｆ
狋→＋∞

ｍｉｎ
狓∈［０，π］

狌犻（狋，狓）≥ （
α犻ｅ

－狉犻τ犻 －犮犻犕
狌
３－犻
１

β犻
）１／θ犻 ＝∶犖

狌犻
１ ，　　狓∈ ［０，π］，　犻＝１，２．
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令（狌－
（２）

１ （狋，狓），狌－
（２）

２ （狋，狓））为方程

狌
－（２）
犻

狋
＝犇犻


２狌－

（２）
犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）狌

－（２）
犻 （狋－τ犻，狔）ｄ狔－

　　　　β犻（狌
－（２）
犻 （狋，狓））１＋θ犻 －犮犻狌

－（２）
犻 （狋，狓）狌－

（２）
３－犻 （狋，狓），

狌
－（２）
犻

狓
（狋，０）＝

狌
－（２）
犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞犜１，２，　犻＝１，２，

狌－
（２）

犻 （狋，狓）＝犓犻，　　（狋，狓）∈ ［－τ，犜１，２］×［０，π］，　　犻＝１，

烅

烄

烆 ２

的解，从而（狌
（１）
１ ，狌

（１）
２ ）和（狌

－（２）
１ ，狌－

（２）
２ ）为系统（２）的一对上下解．

由引理５，６可得狌
（１）
１ （狋，狓）≤狌１（狋，狓）≤狌

－（２）
１ （狋，狓），狌

（１）
２ （狋，狓）≤狌２（狋，狓）≤狌

－（２）
２ （狋，狓）．考虑如下方程

狏
（２）
犻

狋
＝犇犻


２狏

（２）
犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）狏

（２）
犻 （狋－τ犻，狔）ｄ狔－β犻（狏

（２）
犻 （狋，狓））

１＋θ犻 －犮犻（犖
狌
３－犻
１ －ε），

狏
（２）
犻

狓
（狋，０）＝

狏
（２）
犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞犜１，２，　犻＝１，２，

狏
（２）
犻 （狋，狓）＝犓犻，　　（狋，狓）∈ ［－τ，犜１，２］×［０，π］，　　犻＝１，

烅

烄

烆 ２．

由引理８可得 ｌｉｍ
狋→＋∞

狏
（２）
犻 （狋，狓）＝（

α犻ｅ
－狉犻τ犻－犮犻（犖

狌
３－犻
１ －ε）

β犻
）１／θ犻，狓∈［０，π］，犻＝１，２．由引理７可得ε＞０，

犜２，１≥犜１，２，当狋＞犜２，１时，有

ｍａｘ
狓∈［０，π］

狌－
（２）

犻 （狋，狓）≤ （
α犻ｅ

－狉犻τ犻 －犮犻（犖
狌
３－犻
１ －ε）

β犻
）１／θ犻 ＋ε，　　犻＝１，２．

由ε的任意性可得

犝犻＝ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

ｍａｘ
狓∈［０，π］

狌犻（狋，狓）≤ （
α犻ｅ

－狉犻τ犻 －犮犻犖
狌
３－犻
１

β犻
）１／θ犻 ＝∶犕

狌犻
２ ，　　狓∈ ［０，π］，　犻＝１，２．

令（狌
（２）
１ （狋，狓），狌

（２）
２ （狋，狓））为方程

狌
（２）
犻

狋
＝犇犻


２狌

（２）
犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）狌

（２）
犻 （狋－τ犻，狔）ｄ狔－

　　　　β犻（狌
（２）
犻 （狋，狓））

１＋θ犻 －犮犻狌
（２）
犻 （狋，狓）狌

（２）
３－犻（狋，狓），

狌
（２）
犻

狓
（狋，０）＝

狌
（２）
犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞犜２，１，　犻＝１，２，

狌
（２）
犻 （狋，狓）＝

１

２
狌犻（狋，狓），　　（狋，狓）∈ ［－τ，犜２，１］×［０，π］，　　犻＝１，

烅

烄

烆
２

的解，并考虑方程

狑
（２）
犻

狋
＝犇犻


２狑

（２）
犻

狓
２ ＋α犻ｅ

－狉犻τ犻∫
π

０
犌犻（狓，狔，τ犻）狑

（２）
犻 （狋－τ犻，狔）ｄ狔－

　　　　β犻（狑
（２）
犻 （狋，狓））

１＋θ犻 －犮犻狑
（２）
犻 （狋，狓）（犕

狌
３－犻
２ ＋ε），

狑
（２）
犻

狓
（狋，０）＝

狑
（２）
犻

狓
（狋，π）＝０，　　狋＞犜２，１，　犻＝１，２，

狑
（２）
犻 （狋，狓）＝

１

２
狌犻（狋，狓），　　（狋，狓）∈ ［－τ，犜２，１］×［０，π］，　　犻＝１，２

烅

烄

烆
，

由引理８可得ｌｉｍ
狋→＋∞

狑
（２）
犻 （狋，狓）＝（

α犻ｅ
－狉犻τ犻－犮犻（犕

狌
３－犻
２ ＋ε）

β犻
）１／θ犻，狓∈［０，π］，犻＝１，２．比较定理可得，ε＞０，

犜２，２＞犜２，１，当狋＞犜２，２时，有

ｍｉｎ
狓∈［０，π］

狌
（２）
犻 （狋，狓）＞ （

α犻ｅ
－狉犻τ犻 －犮犻（犕

狌
３－犻
２ ＋ε）

β犻
）１／θ犻 －ε，　　犻＝１，２．

由ε的任意性可得

犞犻＝ｌｉｍｉｎｆ
狋→＋∞

ｍｉｎ
狓∈［０，π］

狌犻（狋，狓）≥ （
α犻ｅ

－狉犻τ犻 －犮犻犕
狌
３－犻
２

β犻
）１／θ犻 ＝∶犖

狌犻
２ ，　　狓∈ ［０，π］，　犻＝１，２，

　　重复以上步骤可得到４个数列｛犕
狌
１
狀 ｝，｛犕

狌
２
狀 ｝，｛犖

狌
１
狀 ｝，｛犖

狌
２
狀 ｝，狀＝１，２，３，…．当狀≥２时，有犖

狌
１
狀 ＝
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（α１ｅ
－狉
１τ１－犮１犕

狌
２
狀

β１
）１／θ１，犖狌２狀 ＝ （α２ｅ

－狉
２τ２－犮２犕

狌
１
狀

β２
）１／θ２，犕狌１狀 ＝ （α１ｅ

－狉
１τ１－犮１犖

狌
２
狀－１

β１
）１／θ１，犕狌２狀 ＝

（α２ｅ
－狉
１τ１－犮２犖

狌
１
狀－１

β２
）１／θ２．由上面数列的构造过程可知，｛犕狌１狀 ｝｛犕

狌
２
狀 ｝是单调递减，｛犖

狌
１
狀 ｝，｛犖

狌
２
狀 ｝是单调递增

的，且满足犖狌１狀 ≤犞１≤犝１≤犕
狌
１
狀 ，犖

狌
２
狀 ≤犞２≤犝２≤犕

狌
２
狀 ，故ｌｉｍ

狀→＋∞
犕狌１狀 ，ｌｉｍ

狀→＋∞
犕狌２狀 ，ｌｉｍ

狀→＋∞
犖狌１狀 ，ｌｉｍ

狀→＋∞
犖狌２狀 都存在．

　　再由文献［３］定理３可知，ｌｉｍ
狋→＋∞

（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））＝（狌

１ ，狌


２ ），狓∈［０，π］．其中：狌


１ ，狌


２ 满足

α１ｅ
－狉
１τ１－β１（狌


１ ）

θ１－犮１狏

１ ＝０，α２ｅ

－狉
２τ２－β２（狏


１ ）

θ２－犮２狌

１ ＝０．命题得证．

类似定理１和文献［１］定理３．３，３．４的证明方法，再由文献［３］定理３．１，３．２易得出下面定理．

定理２　假设β１犽
θ１
１ ＞犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＜犮２犽１，且φ犻（狋，狓）在［－τ，０］×［０，π］上是Ｈｌｄｅｒ连续的，φ犻（狋，狓）≥

０，φ犻（０，狓）≠０（犻＝１，２），则系统（２）的解狌（狋，狓）＝（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））满足ｌｉｍ
狋→＋∞

（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））＝

（犽１，０）对狓∈［０，π］是一致成立的．

定理３　假设β１犽
θ１
１ ＜犮１犽２，β２犽

θ２
２ ＞犮２犽１，且φ犻（狋，狓）在［－τ，０］×［０，π］上是Ｈｌｄｅｒ连续的，φ犻（狋，狓）≥

０，φ犻（０，狓）≠０（犻＝１，２），则系统（２）的解狌（狋，狓）＝（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））满足ｌｉｍ
狋→＋∞

（狌１（狋，狓），狌２（狋，狓））＝

（０，犽２）对狓∈［０，π］是一致成立的．
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