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一类四阶微积分方程的差分迭代解法

庄清渠，任全伟

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　针对研究吊桥模型而建立的四阶微积分方程，提出利用有限差分法进行求解．采用Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法

处理非线性项，大大提高了收敛效率，并给出差分逼近的误差分析．数值算例说明了算法的可行性和有效性．
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在科学技术的很多领域中，涌现出大量的微积分方程模型．然而只有少数比较简单的微积分方程能

够用初等解法进行求解，而对大部分微积分方程，找出解的解析表达式是比较困难的，甚至是不可能的．

因此，对各种类型的微积分方程进行数值求解是有意义的．随着电子计算机的出现，高阶微积分方程的

数值解法也得到了迅速发展［１?３］．快速有效地寻求自然科学和工程技术领域的问题解法，已成为计算数

学工作者的主要工作．

在研究长度为犔的吊桥模型中，当负载量为狆（狓）时，竖直位移量狔（狓）满足如下方程，即

λ１狔
（４）
－狔″＋λ２∫

犔

０
狔（狓）ｄ狓＝狆（狓），　　０＜狓＜犔，

狔（０）＝狔（犔）＝狔″（０）＝狔″（犔）＝０
烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：λ１ 和λ２ 都是正常数；狆（狓）是区间［０，犔］上的连续函数，且是非正或非负的，文中假设狆（狓）≤

０，狓∈［０，犔］（对于狆（狓）≥０，将得到类似的结论）．

近年来，已有不少学者对该方程进行了研究．文献［４］给出了该方程的推导过程．文献［５?６］引入了

迭代算法来处理非线性项，并给出了有限元逼近的数值结果．文献［７］则对该类型方程进行了混合有限

元方法的误差估计．对该方程进行数值求解的困难，在于方程所包含的非线性项．本文引入Ｎｅｗｔｏｎ型

迭代法［２，８］处理非线性项，结合有限差分法对该微积分方程进行求解．

１　方程解的存在性

令（狓）＝－狔″（狓），则式（１）为

－λ１″＋＋λ２∫
犔

０
狔（狓）ｄ狓＝狆（狓），　　０＜狓＜犔，

（０）＝（犔）＝０，

－狔″－＝０，　　　　　　　　　　　０＜狓＜犔，

狔（０）＝狔（犔）＝０

烍

烌

烎．

（２）

其次，令

ξ＝λ２∫
犔

０
狔（狓）ｄ狓． （３）
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将ξ看作一个未知数，则式（２）为

－λ１″＋＋ξ＝狆（狓），　　０＜狓＜犔，

－狔″－＝０，　　　　　　０＜狓＜犔，

（０）＝（犔）＝０，　狔（０）＝狔（犔）＝０

烍

烌

烎．

（４）

将ξ看作，狔的参数，则可记＝（狓，ξ），狔＝狔（狓，ξ），（狓）＝（狓，０），狔（狓）＝狔（狓，０）．

另外，记

犵（ξ）＝λ２∫
犔

０
狔（狓，ξ）ｄ狓．

则式（２）可以写成一个非线性方程，即

ξ＝犵（ξ）． （５）

这样原问题的求解可归结为求解方程（５），因此，需要进一步探讨犵（ξ）的性质．

引理１　函数犵（ξ）是非正的，并且在区间（－∞，０］上是非增的．

证明　假设狆（狓）的取值使得狆（狓）－ξ≤０成立，由式（４）和离散极大值原理
［９］可得＝（狓，ξ）＜０，

狔＝狔（狓，ξ）≤０，从而犵（ξ）＝λ２∫
犔

０
狔（狓，ξ）ｄ狓≤０，即犵（ξ）是非正的．

为证明犵（ξ）的单调性，取ξ１＜ξ２≤０，令

ψ＝（狓，ξ２）－（狓，ξ１），　　η＝狔（狓，ξ２）－狔（狓，ξ１）．

则由式（４）可知，ψ，η满足如下方程，即

－λ１ψ″＋ψ＝ （ξ１－ξ２），　　０＜狓＜犔，

－η″＝ψ，　　　　　　　　０＜狓＜犔，

ψ（０）＝ψ（犔）＝０，　η（０）＝η（犔）＝０

烍

烌

烎．

　　由极大值原理
［９］可知：ψ≤０，η≤０，狓∈［０，犔］，即（狓，ξ２）≤（狓，ξ１），狔（狓，ξ２）≤狔（狓，ξ１），从而

犵（狓，ξ２）≤犵（狓，ξ１）．所以犵（ξ）是非增的，证明完毕．

根据前面的假设，可通过如下步骤计算式（４）的解析解．由微分方程理论可知式（４）的通解为

＝（狓，ξ）＝ （犮１（狓）＋珋犮１）ｅｘｐ［－狓
１

λ槡１

］＋（犮２（狓）＋珋犮２）ｅｘｐ［狓
１

λ槡１

］． （６）

式（６）中：

犮１（狓）＝
λ槡１

２∫
狓

０
ｅｘｐ［狋

１

λ槡１

］（狆（狋）－ξ）ｄ狋； （７）

犮２（狓）＝
λ槡１

２∫
狓

０
ｅｘｐ［－狋

１

λ槡１

］（狆（狋）－ξ）ｄ狋； （８）

　　珋犮１，珋犮２ 都是常数．由边界条件（０）＝（犔）＝０，可求得

珋犮１ ＝－

犮１（犔）＋犮２（犔）ｅｘｐ［２犔
１

λ槡１

］

１－ｅｘｐ［２犔
１

λ槡１

］

，　　珋犮２ ＝－珋犮１． （９）

　　由狔″＝－积分，可得

狔′＝狔′（狓，ξ）＝

２珋犮１ｃｏｓｈ（狓
１

λ槡１

）

１

λ槡１

－犃（狓）＋珋犮３， （１０）

狔＝狔（狓，ξ）＝２λ１珋犮１ｓｉｎｈ（狓
１

λ槡１

）－犅（狓）＋珋犮３狓． （１１）

式（１０）中：犃（狓）＝∫
狓

０

［犮１（狋）ｅｘｐ（－狋
１

λ槡１

）＋犮２（狋）ｅｘｐ（狋
１

λ槡１

）］ｄ狋．式（１１）中：犅（狓）＝∫
狓

０
犃（狋）ｄ狋；珋犮３ ＝

１

犔
［犅（犔）＋２λ１珋犮１ｓｉｎｈ（犔

１

λ槡１

）］．从而可知
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犵（ξ）＝λ２∫
犔

０

（２λ１珋犮１ｓｉｎｈ（狓
１

λ槡１

）－犅（狓）＋珋犮３狓）ｄ狓． （１２）

因此，在式（５）的根存在的情况下，可以求得式（１）的解析解．

由式（１２）及犃（狓），珋犮１，珋犮３ 的表达式，可得引理２．

引理２　函数犵（ξ）在区间（－∞，０］上是无穷次可微的．

记犎１０（犐）为通常的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其中犐＝［０，犔］，则式（２）的弱形式可以写成：找（，狔）∈犎
１
０（犐）×

犎１０（犐），使得

λ１（′，φ′）＋（，φ）＋λ２∫
犔

０
狔（狓）ｄ狓∫

犔

０
φ（狓）ｄ狓＝ （狆，φ），　　φ∈犎

１
０（犐）， （１３）

（狔′，η′）－（，η）＝０，　　η∈犎
１
０（犐）． （１４）

式（１３），（１４）中：（·，·）表示的内积为 （犳，犵）＝∫
犔

０
犳（狓）犵（狓）ｄ狓；范数定义为 ‖犳‖

２
犔
２
＝∫

犔

０
犳
２（狓）ｄ狓，在

不引起混淆时下标常略去不写．

引理３　（，狔）若分别是式（１３），（１４）的解，则

‖狔′‖ ≤
犔
２
‖‖，　　‖‖ ≤

１

１＋（２／犔）
２
λ１
‖狆‖． （１５）

　　证明　首先，在式（１４）中令η＝狔，并由Ｐｏｉｎｃａｒｅ不等式，可得‖狔′‖
２
≤‖‖·‖狔‖≤

犔
２
‖‖·

‖狔′‖，从而可得‖狔′‖≤
犔
２
‖‖．

其次，在式（１３）中令＝φ，则由狔（狓）≤０，（狓）≤０，可得

λ１（
２

犔
）２‖‖

２
＋‖‖ ≤λ１‖′‖

２
＋‖′‖

２
＋λ２∫

犔

０
狔（狓）ｄ狓∫

犔

０
（狓）ｄ狓＝

（狆，φ）≤ ‖狆‖·‖‖，

即‖‖≤
１

１＋λ１（２／犔）
２‖狆‖．证明完毕．

由引理１，２，３，以及Ｐｏｉｎｃａｒｅ不等式可得引理４．

引理４　在区间［－
λ２犔

５／２
‖狆‖

４（１＋λ１（２／犔）
２
，０］内，方程（５）存在唯一解．

由引理４可得定理１．

定理１　当λ１，λ２＞０，且在［０，犔］上，狆（狓）≤０时，式（１）存在唯一的古典解．

在求解犵（ξ）的过程中，可能会出现如下两种情况．

ⅰ）若犵（ξ）的显式表达式是可以求得的，则可求出式（５）的精确解，或者由简单的迭代算法求出ξ
的数值解，然后通过求解问题（４）来找到式（１）的解．

ⅱ）若在计算过程中，由积分项（６）～（１１）很难求出犵（ξ）的表达式，则采用下文给出的迭代解法先

求解式（５），再求解式（４）．

２　方程的求解

在很多情况下，方程（５）的古典解是难以求得的，因此研究其数值解法就显得尤其重要．采用牛顿迭

代法来处理非线性项，也就是用迭代算法来求解犳（ξ）＝犵（ξ）－ξ＝０，即

ξ犽＋１ ＝ξ犽－
犳（ξ犽）

犳′（ξ犽）
，　　犽＝０，１，…；　　ξ０ ≤０． （１６）

　　设ξ
是方程犳（ξ）＝０的根，由引理２，４可知，犳（ξ）在ξ

的邻域内具有连续的二阶导数，且在ξ
的

邻域内犳′（ξ）≠０．由Ｎｅｗｔｏｎ迭代法局部收敛性定理可知，式（１６）产生的序列收敛于根ξ
．方程（４）的

具体迭代求解过程有如下４个步骤．

ⅰ）给定初始值ξ０，如ξ０＝０．

ⅱ）已知ξ犽（犽＝０，１，２，…），依次求解下列方程组，即
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－λ１″犽＋犽 ＝狆（狓）－ξ犽，　　０＜狓＜犔，

犽（０）＝犽（犔）＝０，

－狔″犽 ＝犽，　　　　　　　　０＜狓＜犔，

狔犽（０）＝狔犽（犔）＝０

烍

烌

烎．

（１７）

　　ⅲ）根据式（１６）计算ξ犽＋１，其中：犳（ξ犽）＝犵（ξ犽）－ξ犽 ＝λ２∫
犔

０
狔犽ｄ狓－ξ犽．

ⅳ）若｜ξ犽－ξ犽＋１｜＜ＴＯＬ（ＴＯＬ为迭代控制精度），迭代终止；否则令ξ犽＝ξ犽＋１，转ⅰ）．

文献［１０］所用的迭代算法为ξ犽＋１ ＝ξ犽＋ω（λ２∫
犔

０
狔犽＋１（狓）ｄ狓－ξ犽），可以看作是ξ＝ξ＋ω犳（ξ）．这是一

般的迭代法，使用Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法可加速迭代收敛速度．

式（４）的差分法求解过程为如下．首先，将区间［０，犔］进行均匀分割，记κ＝｛狓犻＝犻犺，犻＝０，１，２，…，

犖；犺＝犔／狀｝，则原方程可等价为

－ΛΦ
犺
犽＋Φ

犺
犽 ＝狆（狓犻）－ξ犽，　　犻＝１，２，…，犖－１，

Φ
犺
犽（０）＝Φ

犺
犽（犔）＝０，

－Λ狔
犺
犽 ＝Φ

犺
犽（狓犻），　　　　　　犻＝１，２，…，犖－１，

狔
犺
犽（０）＝狔

犺
犽（犔）＝０

烍

烌

烎．

（１８）

式（１８）中：Φ
犺
犽，狔

犺
犽 是定义在κ上的节点函数，犻＝（狓犻）；Λ是二阶差分算子，即（Λ）犻＝

犻＋１－２犻＋犻－１
犺２

．

容易验证该差分算子是平方阶收敛的，即

（Λ）犻 ＝
犻＋１－２犻＋犻－１

犺２
＝″犻＋狅（犺

２）． （１９）

　　在计算过程中要更新ξ犽＋１的值，由式（１６）知，需要计算犳（ξ犽），犳′（ξ犽）的值．由于很难求得它们的具

体表达式，因此，采用数值积分来计算犳（ξ犽），即

犳（ξ犽）≈λ２犺∑
犖－１

犻＝１

狔
犺
犽（狓犻）－ξ犽． （２０）

　　对于犳′（ξ犽）采用差商的形式进行替代，即

犳′（ξ犽）≈
犳（ξ犽＋犺）－犳（ξ犽）

犺
， （２１）

犳′（ξ犽）≈
犳（ξ犽）－犳（ξ犽－犺）

犺
． （２２）

式（２１），（２２）分别称之为Ｎｅｗｔｏｎ法１，Ｎｅｗｔｏｎ法２．

３　误差分析

为了估计精确解狔和数值解之间的误差，记犆＝犆（犐）是连续函数空间．在犐上的函数犳范数定义为

‖犳‖犆 ＝ｍａｘ
狓∈犐

｜犳（狓）｜，犳∈犆（犐）．在节点κ上的函数犳的范数定义为‖犳‖犆（κ）＝ｍａｘ
狓犻∈κ
｜犳（狓犻）｜．犎

２（犐）是

通常的Ｓｏｂｏｌｅｖ空间，犕 在不同的式子中可能代表不同的常数．

定理２　若狔和狔犽 分别是式（４）和式（１７）的解，则有

‖狔－狔犽‖犎
２ ≤犕狘ξ犽－ξ狘， （２３）

‖狔－狔犽‖犆 ≤犕狘ξ犽－ξ狘， （２４）

‖狔犽＋１－狔犽‖犎
２ ≤犕狘ξ犽－ξ犽＋１狘， （２５）

‖狔犽＋１－狔犽‖犆 ≤犕狘ξ犽－ξ犽＋１狘． （２６）

　　证明　假设Φ是式（４）的解，令η犽＝狔犽－狔，Ψ犽＝Φ犽－Φ，则η犽，Ψ犽 满足

－λ１Ψ″犽＋Ψ犽 ＝－（ξ犽－ξ），　　０＜狓＜犔，

Ψ犽（０）＝Ψ犽（０）＝０，

－η″犽 ＝Ψ犽，　　　　　　　　　０＜狓＜犔，

η犽（０）＝η犽（犔）＝０

烍

烌

烎．
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　　由椭圆型方程理论
［１１］可知‖Ψ犽‖犎

２≤犕｜ξ犽－ξ｜，‖η犽‖犎
２≤犕｜Ψ犽｜．因为‖Ψ犽‖≤‖Ψ犽‖犎

２，所

以‖η犽‖犎
２≤犕｜Ψ犽｜犎２，‖η犽‖犎

２≤犕｜ξ犽－ξ｜．又因为犎
２（犐）连续嵌入犆（犐），由式（２３）可知式（２４）成立．

类似地，可证明式（２５），（２６）．证明完毕．

定理３　若狔是式（１）的精确解，狔
犺
犽 是差分方程式（１８）的解，则

‖狔－狔
犺
犽‖犆犽 ≤犕１犺

２
＋犕２狘ξ犽－ξ狘， （２７）

‖狔
犺
犽＋１－狔

犺
犽‖犆犽 ≤

狘ξ犽＋１－ξ犽狘犔
２

槡４２
． （２８）

　　证明　由三角不等式可得‖狔－狔
犺
犽‖犆犽≤‖狔－狔犽‖犆犽

＋‖狔犽－狔
犺
犽‖犆犽

．由于差分算法（１９）具有二阶

收敛性，从而‖狔犽－狔
犺
犽‖犆犽≤犕１犺

２．结合定理１，可得式（２７）．

令η犽＝狔
犺
犽＋１－狔

犺
犽，Ψ犽＝Φ

犺
犽＋１－Φ

犺
犽，则η犽，Ψ犽 满足

－λ１ΛΨ犽＋Ψ犽 ＝－（ξ犽＋１－ξ犽），　　狓∈κ，

Ψ犽（０）＝Ψ犽（犔）＝０，

－Λη犽 ＝Ψ犽，　　　　　　　　　　狓∈κ，

η犽（０）＝η犽（犔）

烍

烌

烎．

　　由最大值原则
［１２］可得‖Ψ犽‖犆犽≤｜ξ犽＋１－ξ犽｜，‖η犽‖犆犽≤

犔３
／２

槡４２
‖Ψ犽‖犾２（κ）．由于 ‖Ψ犽‖犾２（κ） ＝

（∑
犖－１

犻＝１

犺‖Ψ犽‖
２
犆犽
）１／２ ≤槡犔‖Ψ犽‖犆犽

，从而可得‖狔
犺
犽＋１－狔

犺
犽‖犆犽≤

犔２

槡４２
‖Ψ犽‖犆犽

．证明完毕．

４　数值结果

为便于表达和计算，在式（１）中选取参数λ１＝λ２＝犔＝１，狆（狓）为定义在均匀网格上的函数．在迭代

求解的过程中，当｜ξ犽＋１－ξ犽｜≤ＴＯＬ时，迭代终止．将数值结果和文献［６］（ω＝０．４）的简单迭代法的数值

结果作比较．

例１　狆（狓）＝－π
４ｓｉｎ（π狓）－π

２ｓｉｎ（π狓）－２／π．

方程的精确解为狔（狓）＝－ｓｉｎ（π狓）．首先验证算法的收敛性，当ＴＯＬ＝１０
－１４时，误差随犺的变化关

系，如表１所示．由表１可知：数值解关于犺平方收敛．

表１　由Ｎｅｗｔｏｎ法１所得的数值结果

Ｔａｂ．１　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｕｓｉｎｇＮｅｗｔｏｎｍｅｔｈｏｄ１

犖 犽 ξ犽 ‖狔－狔犽－１‖∞

１０ ３ －０．６４１３３２１ １．５７７×１０－２

２０ ３ －０．６３７７９９０ ３．９１７×１０－３

４０ ３ －０．６３６９１４６ ９．７７８×１０－４

８０ ４ －０．６３６６９３４ ２．４４３×１０－４

１６０ ４ －０．６３６６３８２ ６．１０８×１０－５

３２０ ４ －０．６３６６２４３ １．５２７×１０－５

　　其次取犺＝０．０１与ＴＯＬ＝１０
－８，ＴＯＬ＝１０－１４分别进行计算，相应的数值结果如表２，３中所示．由

表２，３可知：在节点个数和迭代精度相同的情况下，Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法的收敛速度比Ｓｅｍｐｅｒ迭代法快

得多．需要指出的是Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法需要两次求解方程（１８）（ξ犽 和ξ犽＋犺或ξ犽－犺），而Ｓｅｍｐｅｒ迭代法

只需求解一次．

表２　ＴＯＬ＝１０
－８，犺＝０．０１的数值结果

Ｔａｂ．２　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈＴＯＬ＝１０
－８ａｎｄ犺＝０．０１

方法 犽 ‖狔犽－狔犽－１‖∞ ‖狔－狔犽－１‖∞ ξ犽

Ｎｅｗｔｏｎ法１ ３ ６．６６１３３８１４７７５０９３９×１０－１６ １．５６３８２３４３３６９８９８５×１０－４ －０．６３６６６６９５７４７８３００

Ｎｅｗｔｏｎ法２ ３ ５．５５１１１５１２３１２５７８３×１０－１６ １．５６３８２３４３３７１００８８×１０－４ －０．６３６６６６９５７４７８２１６

Ｓｅｍｐｅｒ ３５ １．２２５６３０７０８０３４９４２×１０－１０ １．５６３８２５２４９１２９０１４×１０－４ －０．６３６６６６９４２１１８９８０
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表３　ＴＯＬ＝１０
－１４，犺＝０．０１的数值结果

Ｔａｂ．３　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈＴＯＬ＝１０
－１４ａｎｄ犺＝０．０１

方法 犽 ‖狔犽－狔犽－１‖∞ ‖狔－狔犽－１‖∞ ξ犽

Ｎｅｗｔｏｎ法１ ４ ０．００ １．５６３８２３４３３７０５６４７×１０－４ －０．６３６６６６９５７４７８２６０

Ｎｅｗｔｏｎ法２ ４ ０．０００ １．５６３８２３４３３７０５６４７×１０－４ －０．６３６６６６９５７４７８２６０

Ｓｅｍｐｅｒ ６１ ９．９９２００７２２１６２６４０９×１０－１６ １．５６３８２３４３３７０５６４７×１０－４ －０．６３６６６６９５７４７８２３７

５　结论

将有限差分和牛顿迭代法相结合，对四阶微积分吊桥模型进行求解．给出了详细的计算过程和误差

证明．通过数值算例来说明算法的可行性和有效性．由数值结果可知：１）采用Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法所得的

数值结果和理论分析是一致的；２）Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法比Ｂ．Ｓｅｍｐｅｒ迭代法收敛速度快的多；３）差分／

Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法可以用于求解现实生活中的一些具体问题．
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