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一类无犃犚条件的超线性狆?双调和

方程的解的存在性

高真圣

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　应用 Ｍｏｒｓｅ理论，研究Ｎａｖｉｅｒ边值的狆?双调和问题的非平凡解的存在性．研究表明：问题的非线性

项是超线性的，但不满足通常的Ａｍｂｒｏｓｅｔｔｉ?Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ（ＡＲ）条件．在新条件下，计算出了无穷远处的临界群．
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１　预备知识

考虑下面带有Ｎａｖｉｅｒ边界条件的狆?双调问题

Δ（狘Δ狌狘狆－
２
Δ狌）＝犳（狓，狌），　　狓∈Ω，

狌＝Δ狌＝０，　　　　　　　　狓∈Ω ｝． （Ｐ）

其中：Ω是犚
犖 中光滑有界区域，且犳∶Ω×犚→犚是Ｃａｒａｔｈáｏｄｏｒｙ函数．记犡∶＝犠

２，狆（Ω）∩犠
１，狆
０ （Ω），

那么对于狌∈犡，可以赋予狌的范数为 ‖狌‖ ＝∫Ω
狘Δ狌狘狆ｄ狓．先给出问题（Ｐ）的弱解的定义．

定义１　称狌为问题（Ｐ）的一个弱解，是指狌∈犡满足下面的等式

∫Ω
狘Δ狌狘狆

－２
Δ狌Δ狏ｄ狓－∫Ω

犳（狓，狌）狏ｄ狓＝０，　　狏∈犆
∞
０ （Ω）．

　　 设犉（狓，狋）＝∫
狋

０
犳（狓，狊）ｄ狊，那么与问题（Ｐ）相对应的一个泛函为

犐（狌）＝
１

狆∫Ω
狘Δ狌狘狆ｄ狓－∫Ω

犉（狓，狌）ｄ狓．

　　对于犳，设珟犉（狓，狋）＝犳（狓，狋）狋－狆犉（狓，狋），给出下面的条件：

ｆ）犳（狓，０）＝０，且存在一个常数犆＞０，使得

狘犳（狓，狋）狘≤犆（１＋狘狋狘
狇－１），　　（狓，狋）∈Ω×犚，　１＜狇＜狆

， （１）

式（１）中：狆＝
犖狆
犖－２狆

（２狆＜犖），狆＝∞（２狆≥犖）；

ｆ１）对一致的狓∈珚Ω，有ｌｉｍ
｜狋｜→∞

犉（狓，狋）

｜狋｜狆
＝０，且存在Λ＞０，使得犉（狓，狋）≥－Λ｜狋｜狆，（狓，狋）∈Ω×犚；

ｆ２）存在θ≥１，使得θ珟犉（狓，狋）≥珟犉（狓，狊狋），（狓，狋）∈Ω×犚，这里θ∈［０，１］；

ｆ３）存在δ＞０，使得犉（狓，狋）≤λ１｜狋｜狆，这里狓∈Ω，｜狋｜＜δ，λ１ 表示狆?双调和算子Δ（｜Δ｜狆
－２
Δ）的第一

特征值．

注意到条件ｆ１）和ｆ２）不同于通常的ＡＲ条件．得到如下定理．
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２　主要结果及证明

定理１　假设问题（Ｐ）满足条件ｆ），ｆ１），ｆ２），ｆ３），那么它至少有一个满足条件非平凡的弱解．

Ｍｏｒｓｅ理论
［１?２］是研究非线性微分方程多重解的一个很有用的工具，该理论的主要概念是建立在一

个孤立临界点狌处的犆１泛函犐∶犡→犚组成的临界群犆狇（犐，狌）上，犡是一个Ｂａｎａｃｈ空间．

令犐（狌）是一个定义在Ｂａｎａｃｈ空间犡上的犆１泛函，那么犐在犐（狌）＝犮的孤立临界点狌处的第狇个

临界群可定义为

犆狇（犐，狌）∶＝犎狇（犐
犆
∩犝，（犐

犆
∩犝）／｛狌｝），　　狇∈犖，

其中：犝 是狌的任一邻域；犎狇 是系数在Ａｂｅｌ群犌中的一个广义相对同调群；犐
犆＝犐－１（（－∞，犮］）．

若对任意的序列｛狌狀｝∈犡，｛犐（狌狀）｝有界，并且（１＋‖狌狀‖）‖犐′（狌狀）‖→０（狀→∞）有一个收敛子序

列，即（Ｃ）条件，称犐满足（Ｃ）条件，也称这个序列为（Ｃ）序列．若犐满足（Ｃ）条件，并且犐的临界值有下界

α＞－∞，Ｂａｒｔｓｃｈ
［３］中记相关的临界群为

犆狇（犐，∞）∶＝犎（犡，犐
α）． （２）

值得提出的是，应用形变引理，式（２）的右边与α的选择无关．

定理的证明还将用到下面的命题１．

命题１
［３］
　设犐∈犆

１（犡，犚）满足（Ｃ）条件，且犐仅有有限个临界点，那么

１）若存在某个狇∈犖，使得犆狇（犐，∞）≠０，则犐有一个临界点狌，且满足犆狇（犐，狌）≠０；

２）令０是犐（狌）一个孤立的临界点，若存在某个狇∈犖，使得犆狇（犐，０）≠犆狇（犐，∞），则犐（狌）有一个非

零临界点．

下面先证明相证明相应的泛函犐满足（Ｃ）条件．

令｛狌狀｝是泛函犐的（犆）序列，仅仅只需要证明｛狌狀｝是有界的即可，如果｛狌狀｝是无界的，可以通过选

择一子序列（仍记为｛狌狀｝），使得存在某个犮∈犚有

犐（狌狀）→犮，　　‖狌狀‖ → ∞，　　‖犐′（狌狀）‖·‖狌狀‖ →０，　　狀→ ∞， （３）

因此得到

ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

（１
狆
犳（狓，狌狀）狌狀－犉（狓，狌狀））ｄ狓＝ｌｉｍ

狀→∞

｛犐（狌狀）－
１

狆
〈犐′（狌狀），狌狀〉｝＝犮． （４）

令狑狀＝
狌狀

‖狌狀‖
，选择一个适当的子序列使得在犡，在狆（Ω）和Ω中分别有

狑狀狑，　　狑狀 →狑，　　狑狀 →狑　ａ．ｅ．　　狀→ ∞． （５）

当狑＝０，类似于文献［４，５］中的狆?Ｌａｐｌａｃｉａｎ情形，可以找出一个序列｛狋狀｝犚，使得

犐（狋狀狌狀）＝ ｍａｘ
狋∈［０，１］

犐（狋狌狀）． （６）

对任意的犿＞１／２，令狏狀＝（２犿狆）
１／狆狑狀．由于在犔

狇（Ω）中狏狀→０，以及

犉（狓，狋）≤犆（１＋狋
狇）， （７）

再结合算子犉（狓，·）的连续性，从而在犔１（Ω）中有犉（·，狏狀）→０．因此有

ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

犉（狓，狏狀）ｄ狓＝０． （８）

当狀充分大，且
（２犿狆）

１／狆

‖狌狀‖
∈（０，１）时，有

犐（狋狀狌狀）≥犐（狏狀）＝
１

狆∫Ω
狘Δ狏狀狘

狆ｄ狓－∫Ω
犉（狓，狏狀）ｄ狓＝

１

狆∫Ω
狘（２犿狆）

１／狆Δ狑狀狘
狆ｄ狓－∫Ω

犉（狓，狏狀）ｄ狓＝

２犿－∫Ω
犉（狓，狏狀）ｄ狓， （９）

从而有犐（狋狀狌狀）→∞．

由于犐（０）＝０，犐（狌狀）→犮，故有狋狀∈（０，１），以及有
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∫Ω
狘Δ狋狀狏狀狘

狆ｄ狓－∫Ω
犉（狓，狋狀狌狀）狋狀狌狀ｄ狓＝ 〈犐′（狋狀狌狀），狋狀狌狀〉＝狋狀

ｄ

ｄ狋
狘狋＝狋狀犐（狋狌狀）＝０． （１０）

再由条件ｆ２）得

∫Ω

（１
狆
犳（狓，狌狀）狋狀狌狀－犉（狓，狌狀））ｄ狓≥

１

θ∫Ω

（１
狆
犳（狓，狋狀狌狀）狋狀狌狀－犉（狓，狀狌狀））ｄ狓＝

１

θ
（１
狆∫Ω

狘Δ狋狀狌狀狘
狆ｄ狓－∫Ω

犉（狓，ｔｕ狀）ｄ狓）＝

１

θ
犐（狋狀狌狀）→ ∞．

（１１）

这与式（４）矛盾．

对式（３）的第一个极限，当‖狌狀‖≥１时，有

１

狆
‖狌狀‖

狆－（犮＋狅（１））≥∫Ω
犉（狓，狌狀）ｄ狓， （１２）

再利用式（１２）和条件ｆ１）得

１

狆
－
（犮＋狅（１））

‖狌狀‖
狆 ≥∫Ω

犉（狓，狌狀）

‖狌狀‖
狆ｄ狓＝

（∫狑＝０
＋∫狑≠０

）犉
（狓，狌狀）

狘狌狀狘
狆 狘狑狀狘

狆ｄ狓≥

∫狑≠０

犉（狓，狌狀）

狘狌狀狘
狆 狘狑狀狘

狆ｄ狓－Λ∫狑＝０
狘狑狀狘

狆ｄ狓． （１３）

当狓∈Θ∶＝｛狓∈Ω∶狑（狓）≠０｝时，有｜狌狀（狓）｜→＋∞．再结合条件ｆ１）得到

犳（狓，狌狀）狌狀

狘狌狀狘
狆
＋ 狘狑狀狘

狆ｄ狓→＋∞． （１４）

　　考虑到Θ的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度是正的，再利用Ｆａｔｏｕ引理得到

∫狑≠０

犳（狓，狌狀）狌狀
狘狌狀狘

狆 狘狑狀狘
狆ｄ狓→＋∞． （１５）

这与式（１３）矛盾．因此，序列｛狌狀｝在犡中有界．

已经证明了泛函满足（犆）条件，下面计算犆狇（犐，∞）．

令犛＝｛狌∈犡∶‖狌‖＝１｝，结合条件ｆ１），容易得到，对任意的狌∈犛，有

犐（狋狌）＝
１

狆∫Ω
狘Δ狋狌狘狆ｄ狓－∫Ω

犉（狓，狋狌）ｄ狓≤

狋狆－犆狋狆∫Ω
狘狌狘狆ｄ狓＋犆１ → ∞，　　狋→ ∞． （１６）

选择犪＜ｍｉｎ｛ｉｎｆ
‖狌‖≤１

犐（狌），０｝，对任意的狌∈犛，存在狋０＞１使得犐（狋０狌）≤犪．利用条件ｆ２），有

犉（狓，狕）≥０，　　（狓，狕）∈Ω×犚， （１７）

从而，当

犐（狋狌）＝∫Ω

１

狆
狘Δ狋狌狘狆ｄ狓－∫Ω

犉（狓，狋狌）ｄ狓≤犪

时，结合式（１７）得到

ｄ

ｄ狋
犐（狋狌）＝狋狆－

１
－∫Ω
狌犳（狓，狋狌）ｄ狓＝

１

狋
｛狆犪＋∫Ω

狆犉（狓，狋狌）ｄ狓－∫Ω
狋狌犳（狓，狋狌）ｄ狓｝＝

１

狋
｛狆犪＋∫Ω

犉（狓，狋狌）ｄ狓｝≤
１

狋
狆犪＜０．

因此，由隐函数存在定理得到，存在唯一一个犜∈犆（犛，犚），使得犐（犜（狌）狌）＝犪．

对于函数犜，模仿文献［６］的讨论，可以构造一个从 到犐α 的强形变收缩映射，从而得到

犆狇（犐，∞）＝犎（犡，犐
α）犎（犡，犡－｛０｝）０．
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　　利用条件ｆ４）可得，０是犐的一个局部极小值．因此，犆狇（犐，０）＝δ狇，０犣．最后，利用命题１得到问题（Ｐ）

在犡中至少有一个非平凡解．

３　结束语

实际上，定理１在通常的ＡＲ条件下的类似结果，是由文献［７］得到的．可以验证下面的函数满足

条件ｆ２），ｆ３），而且不满足通常的ＡＲ条件，即

犳（狓，狋）≤狘狋狘
狆－２狋ｌｏｇ（１＋狘狋狘）．

因此，从某种程度上说，结果是文献［７］的结果的一个改进．如果在零点附近假设一个对偶的ＡＲ条件，

在无穷处假设一个使得泛函强制的条件，可以计算在零点的临界群，那么再利用命题１，仍然可以证明

一个非平凡解的存在性．文献［８］就是利用这种方法研究狆?Ｌａｐｌａｃｉａｎ方程的．
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