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摘要：　研究一类具有时滞的神经网络模型．通过分析系统的特征方程及考虑不同的时滞对系统动力学行为

的影响，得到系统的平衡点稳定及 Ｈｏｐｆ分支产生的条件．数值模拟验证了所得理论分析的结果的正确性，补

充了前人的研究成果．
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自１９８４年Ｈｏｐｆｉｅｌｄ
［１］首次用常微分方程描述神经网络的动力学行为以后，很多学者考虑到信号的

传输具有时间的延迟，提出并研究了大量的时滞神经网络模型的动力学行为并取得了很多优秀成

果［２?１０］．１９９７年，Ｏｌｉｅｎ和Ｂｅｌａｉｒ
［１１］研究时滞神经网络模型

狌１（狋）＝－狌１（狋）＋犪１，１犳（狌１（狋－τ１））＋犪１，２犳（狌２（狋－τ２）），

狌２（狋）＝－狌２（狋）＋犪２，１犳（狌１（狋－τ１））＋犪２，２犳（狌２（狋－τ２
｝））

（１）

的稳定性及分支等动力学行为．式（１）中：犪犻，犼（犻，犼＝１，２）是实常数；狌犻（犻＝１，２）的具体含义可参考文献

［１１］．这里值得指出的是，虽然Ｏｌｉｅｎ和Ｂｅｌａｉｒ
［１１］研究了系统（１）的稳定性及分支行为，但是在假设τ１＝

τ２＝τ前提下．然而在多数情况下，τ１≠τ２，那么不同的时滞对系统的动力学行为的影响并不清楚．本

文在假设τ１≠τ２ 的情况下，继续研究系统（１）的稳定性及分支问题．

１　平衡点的稳定性与犎狅狆犳分支的存在性

Ｈ１）假设犳∈犆
１（犚）且犳（０）＝０．

若条件Ｈ１）成立，则系统（１）有唯一的平衡点犈０（０，０），其在平衡点犈０（０，０）处的线性化方程为

狌１（狋）＝－狌１（狋）＋犪１，１（狌１（狋－τ１））＋犪１，２狌２（狋－τ２），

狌２（狋）＝－狌２（狋）＋犪２，１（狌１（狋－τ１））＋犪２，２狌２（狋－τ２）
｝． （２）

式（２）的特征方程为

（λ＋１）
２
－（λ＋１）（犪１，１ｅｘｐ（－λτ１）＋犪２，２ｅｘｐ（－λτ２））＋

（犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１）ｅｘｐ（－λ（τ１＋τ２））＝０． （３）

　　下面的引理对研究方程（３）的特征根的分布起着重要的作用．

引理１
［１２］
　对超越方程

犘（λ，ｅｘｐ（－λτ１），…，ｅｘｐ（－λτ犿））＝λ
狀
＋狆

（０）
１ λ

狀－１
＋…＋狆

（０）
狀－１λ＋狆

（０）
狀 ＋

［狆
（１）
１ λ

狀－１
＋…＋狆

（１）
狀－１λ＋狆

（０）
狀 ］ｅｘｐ（－λτ１）＋…＋［狆

（犿）
１ λ

狀－１
＋…＋狆

（犿）
狀－１λ＋狆

（犿）
狀 ］ｅｘｐ（－λτ犿）＝０，

当（τ１，τ２，τ３，…，τ犿）变化时，犘（λ，ｅｘｐ（－λτ１），…，ｅｘｐ（－λτ犿））在右半开平面零点的个数和发生改变当

且仅当零点出现在或者穿过虚轴．
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　　接下来考虑３种情形．

情形１　当τ１＝τ２＝０时，式（３）变成

λ
２
＋（２－犪１，１－犪１，２）λ＋犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１－犪１，１犪２，２ ＝０． （４）

显然如果条件

Ｈ２）犪１，１＋犪２，２＜２，犪１，１犪２，２＞犪１，２犪２，１＋犪１，１＋犪１，２）

满足，则方程（４）的根都具有负实部，于是，平衡点犈０（０，０）是渐近稳定的．

情形２　当τ１＝０，τ２＞０时，式（３）变成

λ
２
＋狆λ＋狉＋（狊λ＋狇）ｅｘｐ（－λτ２）＝０． （５）

其中：狆＝２－犪１，１；狉＝１－犪１，１；狊＝－犪２，２；狇＝－犪２，２＋犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１．

设ｉω（ω＞０）是方程（５）的根，则有

狇ｃｏｓωτ２＋ωｓｉｎωτ２ ＝ω
２
－狉，

狊ωｃｏｓωτ２－狇ｓｉｎωτ２ ＝－狆ω
｝． （６）

从而有

ω
４
＋（狆

２
－狊

２
－２狉）（ω

２
＋狉

２
－狇

２）＝０． （７）

容易知道若条件

Ｈ３）狆
２－狊２－２狉＞０，狉

２－狇
２
＞０

成立，则方程（７）没有正根．于是，当条件Ｈ２）和Ｈ３）满足时，对τ２∈［０，＋∞），方程（５）的所有根都具有

负实部．若条件 Ｈ２）和条件

Ｈ４）狉２－狇
２
＜０

成立，则方程（７）有唯一的正根ω
２
０．把ω

２
０ 代入式（６），可得

τ２狀 ＝
１

ω０
｛ａｒｃｃｏｓ

狇（ω
２
０－狉）－狆狊ω

２
０

狊２ω
２
０＋狇

２ ＋２狀π｝，　　狀＝０，１，２，…． （８）

若条件 Ｈ２）和条件

Ｈ５）狆
２－狊２－２狉＜０，狉

２－狇
２
＞０，（狆

２－狊２－２狉）２＞４）狉
２－狇

２）

成立，那么方程（５）有两个正根为ω
２
＋和ω

２
－．把ω

２
±代入式（６），可得

τ
±
２狀 ＝

１

ω０
｛ａｒｃｃｏｓ

狇（ω
２
±－狉）－狆狊ω

２
±

狊２ω
２
±＋狇

２ ＋２犽π｝，　　犽＝０，１，２，…． （９）

　　设λ（τ）＝α（τ２）＋ｉω（τ２）为方程（５）在τ２＝τ２狀处的根且α（τ２狀）＝０，ω（τ２狀）＝ω０．根据泛函微分方程理

论，对于任意的τ２狀，狀＝０，１，２，…，存在ε＞０，使得对任意的｜τ２－τ２狀｜＜ε，λ（τ２）关于τ２ 是连续可微的．把

λ（τ２）代入方程（５）的左边并关于τ２ 求导，可得

ｄλ
ｄ［ ］τ

－１

＝
（２λ＋狆）ｅｘｐ（λτ２）

λ（狊λ＋狇）
＋

狊

λ（狊λ＋狇）
－
τ
λ
． （１０）

于是有

ｄ（Ｒｅλ（τ））

ｄτ［ ］
２

－１

τ２＝τ２
狀

＝Ｒｅ
（２λ＋狆）ｅｘｐ（λτ２）

λ（狊λ＋狇｛ ｝） τ２＝τ２
狀

＋Ｒｅ
狊

λ（狊λ＋狇｛ ｝）τ２＝τ２
狀

＝

Ｒｅ
狆ｃｏｓωτ２狀 －２ω０ｓｉｎω０τ２狀 ＋ｉ（２ω０ｃｏｓω０τ２狀 ＋狆ｓｉｎω０τ２狀）

－狊ω
２
０＋ｉ狇ω｛ ｝

０

＝Ｒｅ
狊

－狊ω
２
０＋ｉ狇ω｛ ｝

０
＝

１

Θ
［－狊ω

２
０（狆ｃｏｓω０τ２狀 －２ω０ｓｉｎω０τ２狀）＋狇ω０（２ω０ｃｏｓω０τ２狀 ＋狆ｓｉｎω０τ２狀）－狊

２
ω
２
０］＝

１

Θ
［狆ω０（狇ｓｉｎω０τ２狀 －狊ω０ｃｏｓω０τ２狀）＋２ω

２
０（狇ｃｏｓω０τ２狀 ＋狊ω０ｓｉｎω０τ２狀）－狊

２
ω
２
０］＝

１

Θ
（狆
２
ω
２
０＋２ω

４
０－２狉ω

２
０－狊

２
ω
２
０）＝

ω
２
０

Θ
（２ω

２
０＋狆

２
－狊

２
－２狉）

１

Θ
（－狆

２
＋狊

２
＋２狉＋ Δ槡 

＋狆
２
－狊

２
－２狉）＝

ω
２
０

Θ
Δ槡 

＞０．

上式中：Θ＝狊
２
ω
４
０＋狇

２
ω
２
０＞０；Δ槡  ＝（狊２－狆

２＋２狉）２－４（狉２－狇
２）．注意到
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ｓｉｇｎ
ｄ（Ｒｅλ）

ｄτ｛ ｝
２ τ２＝τ２

狀

＝ｓｉｇｎ Ｒｅ
ｄλ
ｄτ［ ］｛ ｝
２ τ２＝τ２

狀

＝１，

于是有

ｄ（Ｒｅλ）

ｄτ２ τ２＝τ２
狀

＞０．

类似地，可以得到

ｄ（Ｒｅλ）

ｄτ２ τ２＝τ
＋
２
犽

＞０，　　
ｄ（Ｒｅλ）

ｄτ２ τ２＝τ
－
２
犽

＜０．

由上述分析和文献［１２］的结果，可以得到如下结果．

引理２　设τ１＝０，假设条件Ｈ１）和Ｈ２）满足，则下列结论成立．

ｉ）若条件 Ｈ３）成立，则对τ２≥０，系统（１）的平衡点犈０（０，０）是渐近稳定的．

ｉｉ）若条件 Ｈ４）成立，则对τ２＜τ２
０
，系统（１）的平衡点犈０（０，０）是渐近稳定的；而对τ２＞τ２

０
，系统（１）

的平衡点犈０（０，０）是不稳定的．此外，系统（１）在τ２＝τ２
０
出现 Ｈｏｐｆ分支．

ｉｉｉ）若条件 Ｈ５）成立，则存在正整数犿，使得τ２∈［０，τ
＋
２
０
）∪（τ

－
２
０
，τ
＋
２
１
）∪…∪（τ

－
２犿－１
，τ
＋
２犿
）时，平衡点

犈０（０，０）是稳定的；而当τ２∈［τ
＋
２
０
，τ
－
２
０
）∪（τ

＋
２
１
，τ
－
２
１
）∪…∪（τ

＋
２犿
，τ
－
２犿
）∪（τ

＋
２犿
，＋∞）时，平衡点犈０（０，０）是不

稳定的．此外，当τ２＝τ
±
２犽
，犽＝０，１，２，…时，系统（１）在平衡点犈０（０，０）处出现 Ｈｏｐｆ分支．

情形３　当τ１＞０，τ２＞０时，假设τ２ 在其稳定区间考虑系统（３）．选择τ１ 为分支参数，不失一般性，

在条件 Ｈ２）和Ｈ４）满足的情况下考虑系统（１）．设ｉω（ω＞０）为方程（３）的根，则有

ω
４
＋α３ω

３
＋α２ω

２
＋α１ω＋α０ ＝０． （１１）

其中：α０＝（犪２，２ｃｏｓωτ２－１）
２＋犪２２，２ｓｉｎωτ２－（犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１）ｓｉｎ

２
ωτ２－［（犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１）ｃｏｓωτ２－

犪１，１］
２；α１＝２犪２，２ｓｉｎωτ２（犪２，２ｃｏｓωτ２－１）＋２犪２，２（２－犪２，２ｃｏｓωτ２）ｓｉｎωτ２－２犪１，１（犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１）ｓｉｎωτ２；

α２＝犪
２
２，２ｓｉｎ

２
ωτ２＋２（犪２，２ｃｏｓωτ２－１）＋（２＋犪２，２ｃｏｓωτ２）

２－犪２１，１）；α３＝２犪２，２ｓｉｎωτ２．

记 犎（ω）＝ω
４＋α３ω

３＋α２ω
２＋α１ω＋α０．

假设条件

Ｈ６）２｜犪２，２－犪１，１（犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１）｜＜（犪１，１犪２，２－犪１，２犪２，１）
２＋犪２１，１－犪

２
２，２－１

成立，则犎（０）＜０，且有ｌｉｍ
ω→＋∞

犎（ω）＝＋∞．方程（１１）有有限个正根ω１，ω２，…，ω狀，对每一固定的ω犻（犻＝

１，２，…，狀），存在序列｛τ犼１犻｜犼＝１，２，３，…｝，使得方程（１１）成立．

记

τ１
０
＝ｍｉｎ｛τ犼１犻狘犼＝１，２，…，犽；犼＝１，２，…｝． （１２）

　　当τ１＝τ１
０
，τ２∈［０，τ２

０
），方程（３）有一对纯虚根．

下面假设

Ｈ７）
ｄ（Ｒｅλ）

ｄτ１ λｉω
≠０．

于是，由 Ｈａｌｅ
［１３］的Ｈｏｐｆ分支定理，可以得到关于系统（１）稳定性及 Ｈｏｐｆ分支的主要结果．

定理１　对系统（１），假设条件Ｈ１），Ｈ２），Ｈ４），Ｈ６）和 Ｈ７）成立且τ２∈［０，τ２
０
），那么当τ１∈［０，τ１

０
）

时，平衡点犈０（０，０）是渐近稳定的．当τ１＝τ１
０
时，系统 （１）在平衡点犈０（０，０）附近出现 Ｈｏｐｆ分支．

注１　虽然文献［９?１０］也研究了该模型或者类似该模型的稳定性及Ｈｏｐｆ分支特性，但他们是选择

不同时滞的和的平均值作为分支参数，对于不同的时滞对系统的稳定性和 Ｈｏｐｆ分支的影响并没有给

出．因此，文中的研究是对文献［９?１０］的补充．

２　数值模拟

考虑系统

狌１（狋）＝－狌１（狋）＋０．５ｔａｎｈ（狌１（狋－τ１））－２ｔａｎｈ（狌２（狋－τ２）），

狌２（狋）＝－狌２（狋）＋０．５ｔａｎｈ（狌１（狋－τ１））－２ｔａｎｈ（狌２（狋－τ２））
｝． （１３）

显然，系统有唯一的平衡点犈０（０，０）．当τ１＝０，很容易验证条件 Ｈ２）和Ｈ４）满足．
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利用 Ｍａｔｌａｂ７．０计算，可以得到ω０≈０．２４３７，τ１
０
≈１．１．此外，由引理２可知横截条件成立．于是，

当τ２＜τ２
０
≈１．１时，平衡点犈０（０，０）是渐近稳定的；当τ２＞τ２

０
≈１．１时，平衡点犈０（０，０）是不稳定的（图

１（ａ））；而当τ２＝τ２
０
≈１．１时，方程（１３）在平衡点犈０（０，０）处出现 Ｈｏｐｆ分支，即一小振幅的周期解在平

衡点犈０（０，０）处出现（图１（ｂ））．

设τ２＝０．９∈［０，１．１）并选择τ１ 为参数，有τ１
０
≈４．８．当τ１∈［０，τ１

０
）时，平衡点是渐近稳定的，系统

（１４）的 Ｈｏｐｆ分支值是τ１
０
≈４．８．当τ１＜τ１

０
时，平衡点犈０（０，０）是稳定的（图１（ｃ））；而当τ１ 通过τ１

０
，平

衡点犈０（０，０）失去稳定性且Ｈｏｐｆ分支产生，也就是一簇周期解从平衡点犈０（０，０）附近出现（图１（ｄ））．

（ａ）τ１＝０，τ２＝０．９＜τ２
０
≈０．９５

（ｂ）τ１＝０，τ２＝１．１＞τ２
０
≈０．９５

（ｃ）τ２＝０．９，τ１＝４．７＜τ１
０
≈４．８

（ｄ）τ２＝０．９，τ１＝５＞τ１
０
≈４．８

图１　系统（１４）的动力学行为

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１４）
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