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犅犲狉狀狊狋犲犻狀算子矩阵法求高阶弱奇异

积分微分方程数值解

单锐，魏金侠，张雁

（燕山大学 理学院，河北 秦皇岛０６６００４）

摘要：　为了求高阶变系数且带有弱奇异积分核Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程的数值解，提出了Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ

算子矩阵法．利用Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式的定义及其性质给出任意阶弱奇异积分的近似求积公式，同时也给出

Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式的微分算子矩阵．通过化简所求方程及离散化简后的方程，可将原问题转换为求代数方程组

的解．最后，通过收敛性分析说明该方法是收敛的，并用数值算例验证了方法的有效性．
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Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式在数学的各个领域有着重要的应用，这些多项式经常被用来求解积分方程、微分

方程的数值解以及近似理论分析［１］．近些年来，越来越多的积分、微分方程的数值解通过各种多项式的

算子矩阵求得．文献［２］利用Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式的算子矩阵求解微分方程；Ｍａｌｅｋｎｅｊａｄ等
［３］利用Ｂｅｒｎ

ｓｔｅｉｎ多项式的算子矩阵求解非线性Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ?Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ积分方程．积分微分方程数值解

问题一直是研究的重要课题．许多科学与工程领域的问题都可以转化为积分微分方程
［４?５］．其中，Ｖｏｌｔ

ｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程是一类人们特别感兴趣的方程，已经给出了很多种数值算法．文献［６］使用

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ小波求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程；文献［７］利用Ｃａｔｔａｎｉ′ｓ方法求一类线性Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方

程；文献［８］采用Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ算子矩阵法求解高阶线性Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程组．然而，对于高

阶变系数并含任意阶弱奇异积分核的Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程的数值解的研究较少．本文通

过Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式及其算子矩阵对这类方程进行讨论，将求原方程的数值解问题转化为求解代数方程

组，使得计算大大简化．

１　犅犲狉狀狊狋犲犻狀多项式及其性质

１．１　犅犲狉狀狊狋犲犻狀多项式
［８］

结合Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式及其算子矩阵，考虑如下形式积分微分方程，有

∑
狀

犻＝０

犪犻（狋）狔
（犻）（狋）＋λ１∫

狋

０

（狋－狊）－α狔（狊）ｄ狊＋λ２∫
１

０
犓（狋，狊）狔（狊）ｄ狊＝犳（狋）， （１）

满足的初始条件为狔
（狀－１）（０）＝狔狀－１，狔

（狀－２）（０）＝狔狀－２，…，狔（０）＝狔０．式中：犓（狋，狊），犳（狋），犪犻（狋）为已知的

连续函数；狔（狋）为未知函数且狔（狋）∈犔
２（［０，１］）；狔

（犻）（狋）为狔（狋）的犻阶导数；λ１，λ２，α为常数，且０＜α＜１．

定义１　狀次Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式定义为

犅犻，狀（狓）＝
狀（）犻狓犻（１－狓）狀－犻． （２）
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　　由（１－狓）
狀－犻的二项式展开可得

狀（）犻狓犻（１－狓）狀－犻 ＝∑
狀－犻

犽＝０

（－１）
犽
狀（）犻
狀－犻（ ）犽

狓犻＋犽． （３）

令Φ（狓）＝［犅０，狀（狓），犅１，狀（狓），…，犅狀，狀（狓）］
Ｔ，则

Φ（狓）＝犃Δ狀（狓）． （４）

式（４）中：犃＝

（－１）０
狀（）０ （－１）１

狀（）０
狀－０（ ）１

… （－１）狀－０
狀（）０
狀－０

狀（ ）－０

  

０ （－１）０
狀（）犻 … （－１）狀－犻

狀（）犻
狀－犻

狀－（ ）犻
  

０ … ０ （－１）０（）

熿

燀

燄

燅

狀

狀

，Δ狀（狓）＝［１，狓，…，狓
狀］Ｔ．

１．２　函数的近似

若犳（狓）∈犔
２（［０，１］），则犳（狓）可以利用Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式基展开为

犳（狓）∑
狀

犻＝０

犮犻犅犻，狀（狓）＝犮
Ｔ
Φ（狓）． （５）

其中：犮＝［犮０，犮１，…，犮狀］
Ｔ．令

犙＝∫
１

０
Φ（狓）Φ

Ｔ（狓）ｄ狓， （６）

则由式（４）可得

犙＝∫
１

０
Φ（狓）Φ

Ｔ（狓）ｄ狓＝∫
１

０

（犃Δ狀（狓））（犃Δ狀（狓））
Ｔｄ狓＝

犃［∫
１

０
Δ狀（狓）Δ

Ｔ
狀（狓）ｄ狓］犃

Ｔ
＝犃犎犃

Ｔ， （７）

式（７）中：犎为Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵，有

犎＝

１
１

２
… １

狀＋１

１

２

１

３
… １

狀＋２

  

１

狀＋１
１

狀＋２
… １

２狀＋

熿

燀

燄

燅１

．

２　任意阶弱奇异积分的近似求积公式

设狔（狊）∈犔
２（［０，１］），考虑如下弱奇异积分

犐（狋）＝∫
狋

０

狔（狊）
（狋－狊）α

ｄ狊，　　０≤狋≤１，　０＜α＜１， （８）

令 犳（狊）∑
狀

犻＝０

犮犻犅犻，狀（狊）＝犮
Ｔ
Φ（狓）＝犮

Ｔ犃Δ狀（狊）， （９）

则有

犐（狋）＝∫
狋

０

狔（狊）
（狋－狊）α

ｄ狊∫
狋

０

犮ＴΦ（狊）
（狋－狊）α

ｄ狊＝

∫
狋

０

犮Ｔ犃Δ狀（狊）

（狋－狊）α
ｄ狊＝犮

Ｔ犃∫
狋

０

Δ狀（狊）

（狋－狊）α
ｄ狊． （１０）

　　由于Δ狀（狊）＝［１，狊，…，狊
狀］Ｔ，故要计算式（１０），只需计算

犐犿（狋）＝∫
狋

０

狊犿

（狋－狊）α
ｄ狊， （１１）
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通过计算容易得到

犐犿（狋）＝∫
狋

０

狊犿

（狋－狊）α
ｄ狊＝－

（狋－狊）
１－α

１－α
·狊犿

狋

０
＋
犿
１－α∫

狋

０

（狋－狊）
１－α·狊犿－１ｄ狊＝

犿
１－α∫

狋

０

（狋－狊）·
狊犿－１

（狋－狊）α
ｄ狊＝

犿
１－α∫

狋

０
狋·

狊犿－１

（狋－狊）α
ｄ狊－

犿
１－α∫

狋

０

狊犿

（狋－狊）α
ｄ狊＝

犿
１－α

狋·犐犿－１（狋）－
犿
１－α

犐犿（狋）． （１２）

所以有

犐犿（狋）＝
犿狋

１－α＋犿
犐犿－１， （１３）

进而有

犐犿（狋）＝
犿！狋犿

（１－α＋犿）（１－α＋犿－１）…（１－α＋１）
犐０（狋）． （１４）

式（１４）中：

犐０（狋）＝∫
狋

０

１
（狋－狊）α

ｄ狊＝
狋１－α

１－α
．

将其代入式（１４）可得

犐犿（狋）＝
犿！狋犿＋１－α

（犿＋１－α）（犿－α）（犿－α－１）…（２－α）（１－α）
． （１５）

结合式（１０），（１１），（１５），可得

犐（狋）＝狋
１－α犮Ｔ犃犇Δ狀（狋）． （１６）

式（１６）中：

犇＝

１／（１－α） ０ ０ … ０

０ １！／（２－α）（１－α） ０ … ０

０ ０ ２！／（３－α）（２－α）（１－α） … ０

   

０ ０ ０ … 狀！／（狀＋１－α）×
（狀－α）…（１－α

熿

燀

燄

燅）

．

式（１６）即为弱奇异积分的近似求积公式．

３　犅犲狉狀狊狋犲犻狀多项式的微分算子矩阵
［８］

设Φ′（狓）＝犉Φ（狓），其中犉是（狀＋１）×（狀＋１）阶矩阵，称为Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式微分算子矩阵．由式

（４）可知

Φ′（狓）＝犃［０，１，２狓，…，狀狓
狀－１］Ｔ， （１７）

Φ′（狓）＝犃犞Δ
狀 ， （１８）

式（１８）中：

犞＝

０ ０ … ０

１ ０ ０

０ ２ ０

 

０ ０ …

熿

燀

燄

燅狀

，　　Δ狀 ＝ ［１，狓，狓
２，…，狓狀－１］Ｔ．

因为狓犽＝犃－１
［犽＋１］Φ（狓），其中犃

－１
［犽＋１］表示犃

－１的第犽＋１行，犽＝０，１，…，狀．所以有

Δ

狀 ＝犅


Φ（狓）， （１９）

式（１９）中：犅＝［犃－１
［１］，犃

－１
［２］，…，犃

－１
［狀］］

Ｔ，进而有

Φ′（狓）＝犃犞犅Φ（狓）． （２０）
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此时，可以得到Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式微分算子矩阵为

犉＝犃犞犅
． （２１）

如果狔（狓）犮
Ｔ
Φ（狓），则对于犻≥２，有

狔
（犻）（狓）犮

Ｔ
Φ
（犻）（狓）＝犮

Ｔ犉犻Φ（狓）． （２２）

４　犅犲狉狀狊狋犲犻狀算子矩阵法求解高阶积分微分方程

考虑如下高阶变系数且带有弱奇异积分核的Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程：

∑
狀

犻＝０

犪犻（狋）狔
（犻）（狓）＋λ１∫

狋

０

（狋－狊）－α狔（狊）ｄ狊＋λ２∫
１

０
犓（狋，狊）狔（狊）ｄ狊＝犳（狋）， （２３）

由式（６）可令

狔（狋）犮
Ｔ
Φ（狋）＝犮

Ｔ犃Δ狀（狋）， （２４）

由根据式（２２），有

狔
（犻）（狋）犮

Ｔ
Φ
（犻）（狋）＝犮

Ｔ犉犻Φ（狋）＝犮
Ｔ犉犻犃Δ狀（狋）， （２５）

同样利用Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式基展开犓（狋，狊）得

犓（狋，狊）Φ
Ｔ（狋）犓Φ（狊）， （２６）

由于犓（狋，狊）为已知函数，故离散式（２６），可求出矩阵犓．利用式（５），可得

∫
１

０
犓（狋，狊）狔（狊）ｄ狊∫

１

０
Φ
Ｔ（狋）犓Φ（狊）·Φ

Ｔ（狊）犮ｄ狊＝

Φ
Ｔ（狋）犓∫

１

０
Φ（狊）·Φ

Ｔ（狊）ｄ狊犮＝Φ
Ｔ（狋）犓犙犮， （２７）

将式（４）代入式（２７），可得

∫
１

０
犓（狋，狊）狔（狊）ｄ狊犮

Ｔ
犙
Ｔ犓Ｔ犃Δ狀（狋）． （２８）

　　此时，将式（２５），（１６），（２８）代入式（２３），可得

∑
狀

犻＝０

犪犻（狋）犮
Ｔ犉犻犃Δ狀（狋）＋λ１狋

１－α犮Ｔ犃犇Δ狀（狋）＋λ２犮
Ｔ
犙
Ｔ犓Ｔ犃Δ狀（狋）＝犳（狋）． （２９）

以等距步长离散式（２９），可得

∑
狀

犻＝０

犪犻（狋犼）犮
Ｔ犉犻犃Δ狀（狋犼）＋λ１狋

１－α
犼 犮

Ｔ犃犇Δ狀（狋犼）＋λ２犮
Ｔ
犙
Ｔ犓Ｔ犃Δ狀（狋犼）＝犳（狋犼）． （３０）

显然，当犼＝０，１，…，狀时，式（３０）可转化为线性代数方程组．

５　收敛性分析

引理１
［９］
　设狔

（犻）
犿 （狋）＝犮

Ｔ犉犻Φ（狋）为狔
（犻）（狋），犻＝１，２，…，狀的近似解，则对于任意ε＞０，存在正整数

犖犻，犻＝１，２，…，狀，使得当犿＞犖犻时，对狋∈［０，１］，有‖狔
（犻）
犿 （狋）－狔

（犻）（狋）‖＜ε．其中：犮＝［犮０，犮１，…，犮狀］
Ｔ；

Φ（狓）＝［犅０，犿（狓），犅１，犿（狓），…，犅犿，犿（狓）］
Ｔ

引理２
［９］
　设狔犿（狋）＝犮

Ｔ
Φ（狋）为狔（狋）的近似解，则对于任意ε＞０，存在正整数犖狀＋１，使得当犿＞

犖狀＋１时，对狋∈［０，１］有‖狔犿（狋）－狔（狋）‖＜ε．其中：犮＝［犮０，犮１，…，犮犿］
Ｔ；Φ（狓）＝［犅０，犿（狓），犅１，犿（狓），…，

犅犿，犿（狓）］
Ｔ．令

犳犿（狋）＝∑
狀

犻＝０

犪犻（狋）狔
（犻）
犿 （狋）＋λ１∫

狋

０

（狋－狊）－α狔犿（狊）ｄ狊＋λ２∫
１

０
犓（狋，狊）狔犿（狊）ｄ狊，

则有如下定理．

定理１　若狔
（犻）
犿 （狋），狔犿（狋）的定义同上，对任意ε＞０，存在正整数犖，使得当犿＞犖 时，有‖犳犿（狋）－

犳（狋）‖＜ε．

证明　由于犪犻（狋），犻＝０，１，２，…，狀为［０，１］上的连续函数，故存在正整数犕犻，犻＝０，１，２，…，狀，使得

狋∈［０，１］，有‖犪犻（狋）‖≤犕犻．
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同时，存在正整数犕狀＋１，使得（狋，狊）∈［０，１］×［０，１］，有‖犓（狋，狊）‖≤犕狀＋１．

取犕＝ｍａｘ｛犕０，犕１，…，犕狀＋１｝由引理１，２可知

‖犳犿（狋）－犳（狋）‖ ＝‖∑
狀

犻＝０

犪犻（狋）［狔
（犻）
犿 （狋）－狔

（犻）（狋）］＋λ１∫
狋

０

狔犿（狊）－狔（狊）

（狋－狊）α
ｄ狊＋

λ２∫
１

０
犓（狋，狊）［狔犿（狊）－狔（狊）］ｄ狊‖ ≤ ‖∑

狀

犻＝０

犪犻（狋）［狔
（犻）
犿 （狋）－狔

（犻）（狋）］‖＋

‖λ１∫
狋

０

狔犿（狊）－狔（狊）

（狋－狊）α
ｄ狊‖＋‖λ２∫

１

０
犓（狋，狊）［狔犿（狊）－狔（狊）］ｄ狊‖ ≤

∑
狀

犻＝０

‖犪犻（狋）‖·‖狔
（犻）
犿 （狋）－狔

（犻）（狋）‖＋λ１∫
狋

０

‖狔犿（狊）－狔（狊）‖
（狋－狊）α

ｄ狊＋

λ２∫
１

０
‖犓（狋，狊）‖‖狔犿（狊）－狔（狊）‖ｄ狊≤狀犕ε＋

λ１
１－α

ε＋λ２犕ε＝

（狀犕 ＋
λ１
１－α

＋λ２犕）ε．

因此，取犖＝ｍａｘ｛犕，犖１，犖２，…，犖狀＋１｝．

当犿＞犖 时，由ε的任意性可知‖犳犿（狋）－犳（狋）‖＜ε，定理证毕．定理１说明了所提方法是收敛的．

６　数值算例

考虑Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程

∑
４

犻＝０

狋犻狔
（犻）（狋）＋∫

狋

０

（狋－狊）－
１／２
狔（狊）ｄ狊＋∫

１

０

（狋＋狊）狔（狊）ｄ狊＝犳（狋）． （３１）

式（３１）中：犳（狋）＝６５狋
４＋３２狋３＋

７

１０
狋＋
１７

３０
＋
槡π狋

９／２
Γ（５）

Γ（１１／２）
＋
２槡π狋

７／２
Γ（４）

Γ（９／２）
，其精确解为狔（狋）＝狋

４＋２狋３．取狀分

别为狀＝４，狀＝５，狀＝６，用 ＭＡＴＬＡＢ软件计算数值解与精确解的绝对误差，如表１所示．

表１　数值解与精确解的绝对误差

Ｔａｂ．１　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ

狋 狀＝４ 狀＝５ 狀＝６

０ １．１１０２×１０－１５ １．０５４７×１０－１５ ７．１０５４×１０－１５

０．１ ２．９４４７×１０－１６ ２．７２３０×１０－１５ ４．９９４３×１０－１５

０．２ ９．０８９９×１０－１６ ９．８５３２×１０－１５ ２．１１２９×１０－１５

０．３ ９．３６７５×１０－１６ ３．３９３１×１０－１５ １．６５１４×１５－１５

０．４ ４．９９６０×１０－１６ ８．２１５６×１０－１５ ５．４６７８×１０－１５

０．５ ２．２２０４×１０－１５ １．１６５７×１０－１４ ８．５４８７×１０－１５

０．６ １．１１０２×１０－１５ １．２３２３×１０－１４ １．０４３６×１０－１４

０．７ １．７７６３×１０－１５ ９．１０３８×１０－１５ １．１４３５×１０－１４

０．８ ２．４４２５×１０－１５ １．３３２３×１０－１５ １．２２１２×１０－１４

０．９ ２．２２０４×１０－１５ １．１５４６×１０－１４ １．５０９９×１０－１４

　　计算结果表明，结合Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式的算子矩阵，上述方法可以对含高阶变系数且带有弱奇异积

分核Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程进行数值求解，验证了该方法的有效性和可行性．同时通过表１，

可以看到所提方法具有高精度，且使用较强．

７　结论

利用Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式并结合算子矩阵的思想，对变系数做了有效的离散．将变系数且带有弱奇异

积分核Ｖｏｌｔｅｒｒａ?Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分微分方程转化为熟悉的线性代数方程，从而更容易计算机求解．通过收

敛性分析，理论上说明了所提方法是收敛的．数值算例进一步表明，该方法所得数值解精度高，且计算量

小，是一种有效的算法．
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