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犖犇样本最近邻密度估计的一致强相合性

刘艳，吴群英

（桂林理工大学 理学院，广西 桂林５４１００４）

摘要：　设犡１，犡２，…，犡狀 是同分布的负相依（ＮＤ）样本，具有共同的密度函数犳（狓），利用相应的Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ不

等式，将负相关（ＮＡ）样本最近邻密度估计的一致强相合性推广到ＮＤ样本，得到其最近邻密度估计的一致强

相合性．
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概率密度估计和非参数非线性回归是非参数估计中两大问题．最近邻密度估计（ＮＮ?估计）是由

Ｌｏｆｔｓｇａｒｄｅｎ和Ｑｕｅｓｅｎｂｅｒｒｙ
［１］于１９６５年提出的．设犡１，犡２，…，犡狀 是来自未知密度犳 的样本，先选定

一个与狀有关的整数犽＝犽狀，１≤犽＜狀，对固定的狓∈犚，记犪狀（狓）为最小的正数犪，使得［狓－犪，狓＋犪］中至

少包含犡１，犡２，…，犡狀 中的犽个．注意到，对每一个犪＞０可以期望在犡１，犡２，…，犡狀 中大约有２犪狀犳（狓）

个观察值落入区间［狓－犪，狓＋犪］中．因而值犳（狓）的估计（记为犳^狀（狓））自然地可以通过令犽＝２犪狀^犳狀（狓）

得到．于是定义犳^狀（狓）＝犽／２狀犪狀（狓）为犳（狓）的估计．此后，许多著名学者都讨论过它的性质．对于独立

样本，Ｗａｇｎｅｒ
［２］证明了ＮＮ?估计的强相合性，陈希孺

［３］证明了它的渐近正态性，而杨善朝［４］在一定条件

下给出了ＮＡ序列下ＮＮ?估计的相合性．ＮＤ相依序列是比ＮＡ相依序列弱的一种数列，这些负相依随

机变量的概念在可靠性理论、渗透理论和多元统计分析中均有广泛的应用．因此，将独立序列或ＮＡ序

列的一些性质推广到ＮＤ序列是十分必要的．文献［５?７］分别讨论了ＮＤ序列完全收敛性、ＮＤ随机变量

列的指数不等式等，但却很少触及ＮＮ?估计．而 ＮＮ?估计在独立样本下已有很多优点，特别是计算简

单，容易实施．因此，在ＮＤ样本下也应有一定的地位．本文在ＮＤ序列的基础上，讨论了ＮＤ序列的最

近邻密度估计的一致强相合性．

１　定义及引理

假设总体犡的分布密度函数为犳（狓），犡１，犡２，…，犡狀 是抽自该总体的ＮＤ样本；犉（狓）是密度函数

犳（狓）相应的分布函数，犉狀（狓）∶＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犐（犡犻＜狓）是样本犡１，犡２，…，犡狀 的经验分布函数；犮是与狀无

关的常数，在不同的地方可以表示不同的值．

定义１
［５］
　称随机变量犡１，犡２，…，犡狀，狀≥２是ＮＤ的，若对狓１，狓２，…，狓狀∈犚，都有

犘（犡１ ≤狓１，犡２ ≤狓２，…，犡狀 ≤狓狀）≤∏
狀

犻＝１

犘（犡犻≤狓犻），

及 犘（犡１ ＞狓１，犡２ ＞狓２，…，犡狀 ＞狓狀）≤∏
狀

犻＝１

犘（犡犻＞狓犻），

称随机变量列｛犡狀；狀≥１｝是ＮＤ列，如果对任意的狀≥２，犡１，犡２，…，犡狀 是ＮＤ的．

从有限总体不放回抽样所得到的样本不是独立的，但是ＮＤ的．
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　　引理１
［５］
　设｛犡狀；狀≥１｝是ＮＤ的，犿≥２，犃１，犃２，…，犃犿 是集合｛１，２，…，狀｝的两两不交非空子

集．如果犳犻（犻＝１，２，…，犿）是对每个变元都非降（或非升）的函数，则犳１（犡犼；犼∈犃１），犳２（犡犼；犼∈犃２），…，

犳犿（犡犼；犼∈犃犿）仍是ＮＤ的．

引理２　即Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ不等式
［６］．设｛犡犻∶≤犻≤狀｝为同分布的ＮＤ序列，犈犡犻＝０，｜犡犻｜≤犫，ａ．ｓ．（犻＝

１，２，…，狀），狋＞０为实数，且满足狋· ｍａｘ
１≤犻≤狀　

犫犻≤１，则ε＞０，有犘（狘犛狀狘＞ε）≤２ｅｘｐ｛－狋ε＋狋
２

∑
狀

犻＝１

犈犡２
犻｝，

其中犛狀 ＝∑
狀

犻＝１

犡犻．

特别地，记σ
２
狀 ＝狀

－１

∑
狀

犻＝１

Ｖａｒ（犡犻），犫＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

犫犻，取狋＝ε／（２σ
２
狀＋犫ε），则ε＞０，有

犘（狘
１

狀∑
狀

犻＝１

犡犻狘＞ε）≤２ｅｘｐ｛－
狀ε

２（２σ
２
狀＋犫ε）

｝．

　　引理３
［７］
　设犉（狓）为连续的分布函数，对狀≥３，令狓狀，犽满足：犉（狓狀，犽）＝犽／狀，犽＝１，２，…，狀－１，则有

ｓｕｐ
－∞＜狓＜＋∞

狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≤ ｍａｘ
１≤犽≤狀－１

狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘＋
２

狀
．

　　引理４　设｛犡１，犡２，…，犡狀｝为 ＮＤ样本，犉（狓）为连续的分布函数，存在正数列｛τ狀｝满足τ狀→０，

狀τ
２
狀

ｌｏｇ狀
→∞，则有ｓｕｐ

狓
｜犉狀（狓）－犉（狓）｜＝狅（τ狀），ａ．ｓ．．

证明　由条件知，ε＞０，当狀充分大时，有
２

狀
＜
ετ狀
２
．由此及引理３可得

犘（ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘＞ετ狀）≤犘（ｍａｘ

１≤犽≤狀－１
狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘＋

２

狀
＞ετ狀）≤

犘（ｍａｘ
１≤犽≤狀－１

狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘＞
ετ狀
２
）≤

∑
狀－１

犽＝１

犘（狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘＞
ετ狀
２
）．

　　记ξ犻＝犐（犡犻≤狓狀，犽）－犈犐（犡犻≤狓狀，犽），则ξ１，ξ２，…，ξ狀 仍为ＮＤ变量，且犈ξ犻＝０，｜ξ犻｜≤犫，（犻＝１，２，…，

狀）．取狋＝
ετ狀
４
，当狀充分大时，狋满足引理２的条件，所以有

犘（狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘＞
ετ狀
２
）＝犘（狘∑

狀－１

犻＝１
ξ犻狘＞

ετ狀
２
）≤２ｅｘｐ｛－狋ε狀τ狀／２＋狋

２

∑
狀

犻＝１

犈ξ
２
犻｝≤

２ｅｘｐ｛－狋ε狀τ狀／２＋狋
２狀｝＝２ｅｘｐ｛－ε

２狀τ
２
狀／８＋ε

２狀τ
２
狀／１８｝＝

２ｅｘｐ｛－ε
２狀τ

２
狀／１６｝≤２狀

－３．

因此，有

犘（ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘＞ετ狀）≤２狀

－２．

　　由此即得结论．证毕．

２　主要结果

定理１　设｛犡狀；狀≥１｝是ＮＤ序列，犽狀 满足

犽狀 → ∞，　　
犽狀
狀
→０，　　

犽狀

狀ｌｏｇ槡 狀
→ ∞， （１）

且犳（狓）在犚上一致连续，则有

ｌｉｍ
狀→∞

ｓｕｐ
狓
狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＝０，　　ａ．ｓ．．

　　证明　ε＞０，犘｛｜^犳狀（狓）－犳（狓）｜＞ε｝＝犘｛^犳狀（狓）＞犳（狓）＋ε｝＋犘｛^犳狀（狓）＜犳（狓）－ε｝，当犳（狓）＜ε

时，犳（狓）－ε的值为负值，由犳^狀（狓）的非负性知，事件｛^犳狀（狓）＜犳（狓）－ε｝是不可能事件，故其概率为零．

因此，对犘｛^犳狀（狓）＜犳（狓）－ε｝的估计，只需考虑犳（狓）≥ε的情况．
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记犫狀（狓）＝
犽狀

２狀（犳（狓）＋ε）
，犮狀（狓）＝

犽狀
２狀（犳（狓）－ε／２）

，（此时犳（狓）≥ε），则由犳^狀（狓）的定义可得

｛狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝＝｛^犳狀（狓）＞犳（狓）＋ε｝∪ ｛^犳狀（狓）＜犳（狓）－ε，犳（狓）≥ε｝

｛^犳狀（狓）＞犳（狓）＋ε｝∪ ｛^犳狀（狓）＜犳（狓）－ε／２，犳（狓）≥ε｝＝

｛犪狀（狓）＜犫狀（狓）｝∪ ｛犪狀（狓）＞犮狀（狓），犳（狓）≥ε｝犃狓＋犅狓． （２）

又由犳（狓）一致连续且∫
＋∞

－∞
犳（狓）ｄ狓＝１＜ ∞ ，可知犳（狓）是有界的，即存在犕≥０，使得犳（狓）＜犕．对于

ε＞０，δ＞０，使得狓，狔∈犚，当｜狓－狔｜＜δ时，有｜犳（狓）－犳（狔）｜＜ε／４．由条件式（１）可知

犫狀（狓）≤
犽狀
２狀ε

→０，　　犮狀（狓）≤
犽狀

２狀（ε－ε／２）
＝
犽狀
狀ε
→０，　　狀→ ∞， （３）

关于狓一致成立．故当狀充分大时，狋∈（狓－犫狀（狓），狓＋犫狀（狓））∪（狓－犮狀（狓），狓＋犮狀（狓））（狓－δ，狓＋

δ），有

狘犳（狋）－犳（狓）狘＜ε／４， （４）

即犳（狓）－ε／４＜犳（狋）＜犳（狓）＋ε／４．

记狆狀 ＝∫
狓＋犫狀

（狓）

狓－犫狀
（狓）
犳（狋）ｄ狋，狇狀 ＝∫

狓＋犮狀
（狓）

狓－犮狀
（狓）
犳（狋）ｄ狋，则由式（４）可得

狆狀 ≤ （犳（狓）＋ε／４）×２犫狀（狓）＝
犽狀
狀
·犳
（狓）＋ε／４
犳（狓）＋ε

≤
犽狀
狀
， （５）

狇狀 ≥ （犳（狓）－ε／４）×２犮狀（狓）＝
犽狀
狀
·犳
（狓）－ε／４
犳（狓）－ε／２

≥
犽狀
狀
． （６）

　　记ξ犻＝犐（狓－犫狀（狓）＜犡犻≤狓＋犫狀（狓）），η犻＝犐（狓－犮狀（狓）＜犡犻≤狓＋犮狀（狓）），由经验分布函数的定义及

式（５）可得

犃狓 ＝｛在（狓－犫狀（狓），狓＋犫狀（狓））中至少有犽狀 个犡犻｝ ｛∑
狀

犻＝１
ξ犻≥犽狀｝＝

｛∑
狀

犻＝１

（犐（犡犻≤狓＋犫狀（狓））－犐（犡犻≤狓－犫狀（狓）））≥犽狀｝＝

｛１
狀∑

狀

犻＝１

［（犐（犡犻≤狓＋犫狀（狓））－犈犐（犡犻≤狓＋犫狀（狓）））－

（犐（犡犻≤狓－犫狀（狓））－犈犐（犡犻≤狓－犫狀（狓）））］≥
犽狀
狀
－狆狀］｝

｛狘犉狀（狓＋犫狀（狓））－犉（狓＋犫狀（狓））狘≥
１

２
（犽狀
狀
－狆狀）｝∪

｛狘犉狀（狓－犫狀（狓））－犉（狓－犫狀（狓））狘≥
１

２
（犽狀
狀
－狆狀）｝

｛ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥

１

２
（犽狀
狀
－狆狀）｝

｛ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥

犽狀
狀
· ３ε
８（犳（狓）＋ε）

｝

｛ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥

犽狀
狀
· ３ε
８（犕＋ε）

≥
犽狀
狀
·３ε
８犕
｝． （７）

　　同理，另一方面有

犅狓 ＝｛在（狓－犮狀（狓），狓＋犮狀（狓））中最多有犽狀 个犡犻｝ ｛∑
狀

犻＝１
η犻≤犽狀｝＝

｛１
狀∑

狀

犻＝１

［（犐（犡犻≤狓＋犮狀（狓））－犈犐（犡犻≤狓＋犮狀（狓）））－

（犐（犡犻≤狓－犮狀（狓））－犈犐（犡犻≤狓－犮狀（狓）））］≤
犽狀
狀
－狇狀 ≤０｝＝
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｛狘犉狀（狓＋犮狀（狓））－犉（狓＋犮狀（狓））狘≥
１

２
（狇狀－

犽狀
狀
）｝∪

｛狘犉狀（狓－犮狀（狓））－犉（狓－犮狀（狓））狘≥
１

２
（狇狀－

犽狀
狀
）｝

｛ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥

犽狀
狀
· ε
８（犳（狓）－ε／２）

｝

｛ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥

犽狀
狀
· ε
８犳（狓）

｝

｛ｓｕｐ
狓
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥

犽狀
狀
·ε
８犕
｝． （８）

由式（６），（７），（８）可得

｛狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝ ｛ｓｕｐ
狓

狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥
犽狀
狀
·ε
８犕
｝犅．

故有 ｓｕｐ
狓∈犚

｛狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝＝∪
狓

｛狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝犅．

　　由引理３，取狓狀，犽满足犉（狓狀，犽）＝犽／狀，犽＝１，２，…，狀－１，则有

犘｛ｓｕｐ
狓∈犚
狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝≤犘｛ｓｕｐ

狓∈犚
狘犉狀（狓）－犉（狓）狘≥

犽狀
狀
·ε
８犕
｝≤

犘｛ｍａｘ
１≤犽≤狀－１

狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘＋
２

狀
≥
犽狀
狀
·ε
８犕
｝＝

犘｛ｍａｘ
１≤犽≤狀－１

狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘≥
犽狀
狀
·ε
８犕
－
２

狀
｝．

　　因为犽狀→∞，所以当狀充分大时，有
２

狀
＜
ε犽狀
１６犕狀

，故有

犘｛ｓｕｐ
狓∈犚
狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝≤犘｛ｍａｘ

１≤犽≤狀－１
狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘≥

犽狀
狀
· ε
１６犕

｝≤

∑
狀

犽＝１

犘｛狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘≥

犽狀
狀
· ε
１６犕

｝＝∑
狀

犽＝１

犘｛狘犉狀（狓狀，犽）－犉（狓狀，犽）狘≥
犮犽狀
狀
｝＝

∑
狀

犽＝１

犘｛
１

狀∑
狀

犻＝１

（犐（犡犻≤狓狀，犽）－犈犐（狓≤狓狀，犽））≥
犮犽狀
狀
｝．

　　由于犐（犡犻≤狓狀，犽）－犈犐（狓≤狓狀，犽）关于犡犻单调非降，所以ζ犻＝犐（犡犻≤狓狀，犽）－犈犐（狓≤狓狀，犽）也为ＮＤ序

列，且满足引理２的条件，而σ
２
狀 ＝狀

－１

∑
狀

犻＝１

Ｖａｒ（ζ犻）＝狀
－１

∑
狀

犻＝１

犈ζ
２
犻 ≤１，且

犽狀
狀
→０，所以由引理２可得

犘｛ｓｕｐ
狓
狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝≤∑

狀

犽＝１

２ｅｘｐ｛－
狀（
犮犽狀
狀
）２

２（２σ
２
狀＋２

犮犽狀
狀
）
｝≤

∑
狀

犽＝１

２ｅｘｐ｛－
犽２狀
狀
· 犮２

４（σ
２
狀＋
犮犽狀
狀
）
｝≤∑

狀

犽＝１

２ｅｘｐ｛－
犽２狀
狀
· 犮２

４（１＋犮）
｝≤∑

狀

犽＝１

２ｅｘｐ｛－
犮犽２狀
狀
｝．

由条件（１）可得，当狀充分大时，
犮犽２狀
狀
＞３ｌｏｇ狀＝ｌｏｇ狀

３，则有

∑
∞

狀＝１

犘｛ｓｕｐ
狓
狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε｝＜ ∞．

由Ｂｏｒｅｌ?Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理可知

犘｛ｓｕｐ
狓
狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＞ε，ｉ．ｏ．｝＝０．

即 ｌｉｍ
狀→∞

ｓｕｐ
狓
狘^犳狀（狓）－犳（狓）狘＝０，　　ａ．ｓ．．

　　定理证毕．
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３　应用举例

设在可靠性问题中ｒ．ｖ．犡的分布函数记为犉（狓），密度函数为犳（狓），生存函数和失效率函数分别

定义为珚犉（狓）＝１－犉（狓）＝犘（犡≥狓）和狉（狓）＝
犳（狓）
珚犉（狓）

．又设犡１，犡２，…，犡狀 为从总体犉（狓）中抽取的同分

布ＮＤ样本，则生存函数和失效率函数的自然估计为

珚犉（狓）＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犐（犡犻≥狓），　　狉狀（狓）＝
犳^狀（狓）
珚犉狀（狓）

．

　　定理２　设定理１的条件满足，则对任何满足犉（犮）＜１的犮，均有ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ
狓≤犮
｜狉狀（狓）－狉（狓）｜＝０，ａ．ｓ．．

证明　记珚犉狀（狓）＝１－犉（狓），珚犉狀（狓）＝１－犉狀（狓），显然有

狉狀（狓）－狉（狓）＝
１

珚犉（狓）珚犉狀（狓）
·｛珚犉（狓）［^犳狀（狓）－犳（狓）］－犳（狓）［珚犉狀（狓）－珚犉（狓）］｝． （９）

注意到０＜珚犉（犮）≤珚犉（狓）≤１，狓≤犮，ｓｕｐ
狓
犳（狓）≤犕＜∞．由定理１和引理４知，ｓｕｐ

狓≤犮
｜^犳狀（狓）－犳（狓）｜→

０，ａ．ｓ．，而且ｓｕｐ
狓≤犮
｜珚犉狀（狓）－珚犉（狓）｜→０，ａ．ｓ．．从而当狀充分大时，对于狓≤犮，一致地有珚犉（犮）＞珚犉（狓）－

珚犉（犮）／２＞珚犉（犮）／２＞０．由这些事实和式（９）即得定理２的结论．证毕．
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