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调和映照的犔犪狀犱犪狌定理
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摘要：　研究调和映照的Ｌａｎｄａｕ定理和单叶性半径估计问题，结合有界单叶函数的Ｋｏｅｂｅ定理和调和映照

的Ｓｃｈｗａｒｚ引理，得到Ｌａｎｄａｕ常数的渐进精确表示，改进了陈怀惠等近期的研究结果．
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１　预备知识

单连通区域Ω犆内的犆
２ 复值函数犳（狕）被称为调和的，当且仅当它满足Δ犳＝４犳狕珔狕＝


２
犳
狓

２＋

２
犳
狔

２＝

０．其中，犳狕＝
１

２
（犳狓－ｉ犳狔），犳珔狕＝

１

２
（犳狓＋ｉ犳狔）．由文献［１］可知，存在Ω上两个解析函数犺（狕）与犵（狕），

使得犳＝犺＋珚犵．

记Λ犳（狕）＝ｍａｘ
０≤θ≤２π

｜犳狕（狕）＋ｅ
－２ｉθ
犳珔狕（狕）｜＝｜犳狕（狕）｜＋｜犳珔狕（狕）｜＝｜犺′｜＋｜犵′｜和λ犳（狕）＝ ｍｉｎ

０≤θ≤２π
｜犳狕（狕）＋

ｅ－２ｉθ犳珔狕（狕）｜＝｜｜犳狕（狕）｜－｜犳珔狕（狕）｜｜＝｜｜犺′｜｜犵′｜｜．根据Ｓｃｈｗａｒｚ引理
［２］，如果单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝

上的解析函数犳（狕）满足犳（０）＝０，｜犳（狕）｜＜１，则有｜犳′（０）｜≤１，且等号成立当且仅当犳（狕）＝ｅ
ｉα狕，其

中α为实常数．即如果｜犳′（０）｜＝１，则犳（狕）在单位圆盘上都单叶且其单叶像圆盘半径为１．Ｌａｎｄａｕ
［３］对

｜犳′（０）｜＝α，０＜α＜１的情形进行了研究，得到如下定理．

定理犃
［３］
　若犳（狕）为单位圆盘犇上的解析函数，满足犳（０）＝０，｜犳（狕）｜＜１，狕∈犇，｜犳′（０）｜＝α＞０，

则犳（狕）在圆盘犇狉
０
上单叶，且犳（犇狉

０
）包含一个圆盘｜ω｜＜犚０，其中：狉０＝

α

１＋ １－α槡
２
＞
α
２

２
，犚０＝狉

２
０．

文献［１，４?６］在有界像域和有界偏导数的两种规范条件下，展开了Ｌａｎｄａｕ定理在调和映照类中的

推广研究；而在其他类中的推广研究也有不少成果［７?１１］．

定理犅
［４］
　如果犳（狕）为单位圆盘犇上的保向调和映照，且满足犳狕（０）＝α＞０，犳（０）＝０，犳珔狕（０）＝

０，｜犳（狕）｜＜１，狕∈犇，那么犳（狕）在某一包含原点的区域上单叶，其像区域包含一个以原点为圆心，犚０

为半径的圆盘．其中：犚０＝犽狉′
２（１－

狉′
２
）；狉′＝

α

２犽＋ ４犽２－α槡
２
；犽＝
２ｌｏｇ３

π
．

在定理Ｂ中，未给出犳（狕）的单叶圆盘半径的估计．针对调和映照的单叶圆盘和单叶像圆盘的半径

估计的两个问题，借助有界单叶函数的Ｋｏｅｂｅ定理和调和映照的Ｓｃｈｗａｒｚ引理
［１２?１３］，可得到

定理１　如果犇上的保向调和映照犳（狕）满足犳（０）＝０，犳狕（０）＝α＞０，犵（狕）＝犫犿狕
犿＋犫犿＋１狕

犿＋１＋…

（犫犿≠０，犿≥２），｜犳（狕）｜＜１，则犳（狕）在圆盘犇狉上单叶，且犳（狕）的单叶像区域包含一个以原点为中心，

犚１ 为半径的圆盘，犚１＝（１－狉
犿－１
０ ）犚″．

　　当２≤犿≤３时，有
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其中：犫为小于１的正常数．

将定理１中的条件｜犳（狕）｜＜１换为其解析部分犺（狕），满足｜犺（狕）｜＜１，得到

定理２　若犇上保向有界调和映照犳（狕）满足犳（０）＝０，犳狕（０）＝α＞０，犵（狕）＝犫犿狕
犿＋犫犿＋１狕

犿＋１＋…

（犿≥２），｜犺（狕）｜＜１，则犳（狕）存在单叶圆盘 犇狉，且 犳（狕）的单叶像区域包含 犇犚． 其中：狉≥

α

（１＋ １－α槡
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２＋ １－α槡槡 ２ ）２
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近年来，对于局部单叶调和映照的单叶性问题（比如Ｌａｎｄａｕ定理、Ｂｌｏｃｈ常数）的研究已有很多．

在犺（狕）为单叶的条件下，对于犳（狕）的单叶性问题也开始被研究
［１４１５］．本文给出了一个在犺（狕）为单叶

的条件下，犳（狕）的单叶圆盘及像区域单叶圆盘的半径估计．

定理３　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）为犇上的犓?拟正则调和映照．若犺（０）＝０，犺′（０）＝１，且犺（狕）在犇

上单叶，则犳存在单叶圆盘犇狉且犳的单叶像区域包含犇犚．其中：狉≥
１

４
（１＋ １－槡

１

４
）２＝

１

槡７＋４３
；犚＝

（１－犽）

４
．

定理３中的估计犚渐近精确于经典Ｋｏｅｂｅ定理的结果．

２　引理及其证明

引理犃
［７］
　设犳（狕）为单位圆盘到自身的调和映照，则ｓｕｐ

狕∈犇

（１－｜狕｜
２）（｜犺′（狕）｜＋｜犵′（狕）｜）≤

４

π
．

引理隐含Λ犳（狕）≤
４

π

１

１－｜狕｜
２
，除了调和映照的Ｓｃｈｗａｒｚ引理，还需要有界单叶函数所包含的最大

圆盘及Ｋｏｅｂｅ定理．设犛＝｛犳｜犳为犇 上的单叶解析函数，且形式为犳＝狕＋犪２狕
２＋…＋犪狀狕

狀＋…｝．

引理犅
［１６］
　设犳（狕）∈犛且｜犳（狕）｜＜犕，狕∈犇，则有ｄｉｓｔ（０，犳（狕））≥（１＋ １－犕槡

－１）－２．

文献［１１］中估计了犳（狕）的解析部分为狕时的单叶半径，得到

引理犆
［１１］
　设犳（狕）＝狕＋犵（狕），犵（狕）＝犫犿狕

犿＋犫犿＋１狕
犿＋１＋…，（犫犿≠０，犿≥２）．犳为犇狉＝｛狕∶｜狕｜≤

狉｝上的犓?拟正则调和映照，则犳在犇狉 上单叶，且犳（犇狉）包含一个半径为犚犿 的单叶圆盘，犚犿＝狉（１－

犓－１
犿（犓＋１）

）．

在一定的规范化条件下，估计了调和映照犳（狕）的解析部分犺（狕）的模，得到

引理１　若犳为单位圆盘犇上的保向调和映照且满足犳（０）＝０，犳狕（０）＝α＞０，犵（狕）＝犫犿狕
犿＋犫犿＋１×

狕犿＋１＋…（犫犿≠０，犿∈犖，犿≥２），｜犳（狕）｜＜１，则｜狕｜≤犫＜１，其中犫是正常数．

当２≤犿≤３时，有

狘犺（狕）狘≤
２

π
ｌｏｇ
１＋犫
１－犫

；

　　当犿＞３时，有

狘犺（狕）狘＜１＋
２

π
犫犿－４（ｌｎ

１

１－犫
２－犫

２）．
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　　证明　记犳狕（狕）的所有零点的集合为犈，则在犇＼犈上，函数μ（狕）＝犳珔狕／犳狕 为全纯函数．由于犳为犇

上的保向调和映照，知｜μ（狕）｜≤１，故犈是可去的，且μ（０）＝０．由Ｓｃｈｗａｒｚ引理有｜μ（狕）｜＜｜狕｜
犿－１，即

｜犳珔狕｜≤｜狕｜
犿－１
｜犳狕｜．

对于｜狕｜≤犫＜１，当２≤犿≤３时，由引理Ａ有

狘犺（狕）狘≤∫０珔狕Λ犳狘ｄ狕狘≤
４

π∫０珔狕
１

１－狘狕狘
２狘ｄ狕狘＝

２

π
ｌｏｇ
１＋狘狕狘
１－狘狕狘

＜
２

π
ｌｏｇ
１＋犫
１－犫

；

当犿＞３时，有｜犳（狕）｜＜１，狕∈犇，｜犺（狕）＋犵（狕）｜＜１，即｜犺（狕）｜－｜犵（狕）｜＜１．所以有

狘犺（狕）狘＜１＋狘犵（狕）狘＝１＋狘∫０珔狕犵′（狕）ｄ狕狘≤１＋
２

π
犫犿－４（ｌｏｇ

１

１－犫
２－犫

２）．

　　注１　当犿→∞时，｜犺（狕）｜＜１．

引理２　若犳（狕）为单位圆盘犇＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上的解析函数，且满足犳（０）＝０，犳′（０）＝α＞０，｜犳（狕）｜＜

１，狕∈犇，则犳（狕）在圆盘犇狉
０
上单叶，犳（犇狉

０
）包含圆盘｜ω｜＜犚０，犳

－１（犇犚
０
）包含圆盘｜狕｜≤犚．其中：狉０＝

α

１＋ １－α槡
２
＞
α
２
；犚０＝狉

２
０；犚≥

α

（１＋ １－α槡
２＋ １－α

２＋ １－α槡槡 ２ ）２
＞

α

槡６＋４２
．

证明　由定理 Ａ可知，犳（狕）在圆盘犇狉
０
上单叶，且犳（犇狉

０
）包含一个圆盘｜ω｜＜犚０． 其中：狉０＝

α

１＋ １－α槡
２
＞
α
２
；犚０＝狉

２
０．令犉（狑）＝

α犳
－１（犚０狑）

犚０
，狑∈犇，则犉（狑）为单位圆盘上的单叶函数，犉（０）＝０，

｜犉（狑）｜＜
α
狉０
，犉′（０）＝１．

由引理Ｂ可知，ｄｉｓｔ（０，犉（狑））≥（１＋ １－
狉０

槡 α
）－２＝（１＋ １－

１

１＋ １－α槡槡 ２
）－２＞

１

３
．又因犉（狑）＝

α犳
－１（犚０狑）

犚０
，则ｄｉｓｔ（０，犉（狑））＝

α
犚０
ｄｉｓｔ（０，犳

－１（犚０狑））．即ｄｉｓｔ（０，犳
－１（狑））≥

犚０

α
（１＋ １－

狉０

槡 α
）－２＝

α

（１＋ １－α槡
２＋ １－α

２＋ １－α槡槡 ２ ）２
＞

α

槡６＋４２
．犳

－１ （犇犚
０
）包 含 圆 盘｜狕｜≤ 犚． 其 中：犚 ≥

α

（１＋ １－α槡
２＋ １－α

２＋ １－α槡槡 ２ ）２
＞

α

槡６＋４２
．

３　主要结果的证明

１）定理１的证明．由引理１可知，对任意一个常数犫＜１，当｜狕｜≤犫＜１，２≤犿≤３时，有

狘犺（狕）狘≤
２

π
ｌｏｇ
１＋犫
１－犫

＝犽．

令犎（狕）＝
犺（犫狕）

犽
，狕∈犇，则｜犎（狕）｜≤１，犎（０）＝０，犎′（０）＝

犫犺′（０）

犽
＝
犫α
犽
．由引理２可知，犎（狕）在犇狉′上

单叶，犎（犇狉′）包含一个以原点为圆心，半径为犚′的单叶圆盘犇犚′．其中：狉′＝
犫α

犽＋ 犽２－（犫α）槡
２
；犚′＝狉′２．

犎－１（犇犚′）包含圆盘｜狕｜＜犚．其中：犚≥
犫α犽

（犽＋ 犽２－（犫α）槡
２＋ 犽２－（犫α）

２＋犽 犽２－（犫α）槡槡 ２ ）２
．故犺（狕）

在犇狉
０
上单叶，且犺（犇狉

０
）包含一个以原点为圆心，半径为 犚″的单叶圆盘犇犚″． 其中：狉０＝犫狉′＝

犫２α

犽＋ 犽２－（犫α）槡
２
；犚″＝犽犚′．

由于犎（狕）＝
犺（犫狕）

犽
，狕∈犇，故犎

－１（ξ）＝狕＝
犺－１（犽ξ）

犫
，ξ∈犇犚′，则犺

－１（犇犚″）包含一个圆盘｜狕｜≤狉．其

中：狉＝犫犚≥
犫２α犽

（犽＋ 犽２－（犫α）槡
２＋ 犽２－（犫α）

２＋犽 犽２－（犫α）槡槡 ２ ）２
．

当犿＞３时，由引理１可知，对｜狕｜≤犫＜１，有
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狘犺（狕）狘＜１＋
２

π
犫犿－４（ｌｏｇ

１

１－犫
２－犫

２）＝犮．

令犎（狕）＝
犺（犫狕）

犮
，狕∈犇，则有｜犎（狕）｜≤１，犎（０）＝０，犎′（０）＝

犫犺′（０）

犮
＝
犫α
犮
．由引理２可知，犎（狕）在犇狉′

上单叶，且犎（犇狉′）包含一个以原点为圆心半径为犚′单叶圆盘犇犚′．其中：狉′＝
犫α

犮＋ 犮２－（犫α）槡
２
；犚′＝狉′２．

犎－１（犇犚′）包含一个圆盘｜狕｜＜犚．其中：犚≥
犫犮α

（犮＋ 犮２－犫２α槡
２＋ 犮２－犫２α

２＋犮 犮２－犫２α槡槡 ２ ）２
．故犺（狕）

在犇狉
０
上单叶，且犺（犇狉

０
）包含一个以原点为圆心，半径为 犚″单叶圆盘犇犚″． 其中：狉０ ＝犫狉′＝

犫２α

犮＋ 犮２－（犫α）槡
２
；犚″＝犮犚′．故 犺－１ （犇犚″）包 含 一 个 圆 盘 犇狉 （｜狕｜≤狉）． 其 中：狉＝犫犚 ≥

犫２犮α

（犮＋ 犮２－犫２α槡
２＋ 犮２－犫２α

２＋犮 犮２－犫２α槡槡 ２）２
．

由引理１的证明可知，｜μ（狕）｜≤狉
犿－１
０ ，｜狕｜＜狉０．令狑＝犺（狕），犉（狑）＝犳犺

－１（狑），狑∈犇犚″，则有

狘μ犉狘＝狘
犉珡狑
犉狑

狘＝狘
犳珔狕

犳狕
狘＜狉

犿－１
０ ＜１，

所以，犉（狑）为犇犚″上的犓?拟正则调和函数．其中：犓＝
１＋狉犿－１０

１－狉犿－１０

．

由引理Ｃ可知，犉（狑）在犇犚″上单叶，因此犳（狕）在犺
－１（犇犚″）上单叶．又因为犇狉犺

－１（犇犚″），故犳在

犇狉上单叶．

令犌＝犺－１（犇犚″）犇狉
０
，对任意的狕１，狕２∈犌，γ＝犺

－１（犺（狕１），犺（狕２）），则有

狘犺（狕１）－犺（狕２）狘＝狘∫γ犳狕（狕）ｄ狕狘＝∫γ狘犳狕（狕）狘狘ｄ狕狘．
又由于｜犳珔狕｜≤狉

犿－１
０ ｜犳狕｜，狕∈犇狉

０
，则有

狘犳（狕１）－犳（狕２）狘≥狘犺（狕１）－犺（狕２）狘－狘犵（狕１）－犵（狕２）狘≥ （１－狉
犿－１
０ ）狘犺（狕１）－犺（狕２）狘．

所以有｜犳（狕）｜≥（１－狉
犿－１
０ ）｜犺（狕）｜．犳（犇狉

０
）至少包含一个以原点为中心，半径为犚１ 的圆盘，犚１＝（１－

狉犿－１０ ）犚″．

当２≤犿≤３时，有

狉０ ＝
犫２α

犽＋ 犽２－（犫α）槡
２
，　　犚″＝

犫２犽α
２

（犽＋ 犽２－（犫α）槡
２）２
；

当犿＞３时，有

狉０ ＝
犫２α

犮＋ 犮２－（犫α）槡
２
，　　犚″＝

犮犫２α
２

（犮＋ 犮２－（犫α）槡
２）２
．

　　注２　当犿→∞时，犮→１，犚１→犚″→
犫２α

２

（１＋ １－（犫α）槡
２）２
，若此时令犫→１，就有犚１→

α
２

（１＋ １－α槡
２）２
，

表１　圆盘半径犚的比较

Ｔａｂ．１　Ｃａｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｄｉｓｃｒａｄｉｕｓ犚

犿
犚

α＝０．１ α＝０．５ α＝０．９

２ ０．００１１１９５６０ ０．０２６３７５７００ ０．０８４７２９５００

３ ０．００１１４５１９０ ０．０２９４５７７００ ０．１０３５０００００

４ ０．００１３３７０４０ ０．０３４９７８０００ ０．１２７１５３０００

１０ ０．００１６０５９８０ ０．０４３０３１８００ ０．１７０７７００００

１００ ０．００２２６７８９０ ０．０６３７３７８００ ０．３１３０５２０００

１０００ ０．００２４７４５７０ ０．０７０４６８０００ ０．３７８１９３０００

文献［４］结果 ０．０００８７９８８３ ０．０２１６８５０００ ０．０７５９６１５００

其与解析函数的一致，故调和映

照的像单叶圆盘是渐进精确的．

注３　此定理给出调和映照

具体的单叶区域犇狉，是文献［４］

没有指出的．

犳（狕）单叶像圆盘半径犚 与

文献［４］比较，如表１所示．表１

中：对于给定的α与犿，关于犫

取极值，得到犚的极大值．

注４　当犿＝２，犫＝１／２时，

便与文献［４］中的犚值是一样的．由此可知本定理的结果包含文献［４］的结果．
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　　２）定理２的证明．因为｜犺（狕）｜＜１，狕∈犇，犺（０）＝０，犺′（０）＝α，故由定理Ａ可知，犺（狕）在犇狉
０
上单

叶，其中狉０＝
α

１＋ １－α槡
２
＞
α
２
，且犺（犇狉

０
）包含一个圆盘犇犚

０
，犚０＝狉

２
０．由引理２可知，犺

－１（犇犚
０
）包含一个

圆盘｜狕｜≤狉．其中：狉≥
α

（１＋ １－α槡
２＋ １－α

２＋ １－α槡槡 ２ ）２
．

由于犳为犇 上的保向有界调和映照，从引理１的证明可知，｜μ犳｜＝｜
犳珔狕

犳狕
｜≤狉

犿－１
０ ＜１，狕∈犇狉

０
，因此

有犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）为犇狉
０
上的犓?拟正则调和函数．其中：犓＝

１＋狉犿－１０

１－狉犿－１０

．

令犉（ξ）＝犳犺
－１（ξ）＝ξ＋珚犵犺

－１（ξ）＝ξ＋犌（ξ），ξ∈犺（犇狉０），即有

狘μ犉狘＝狘
犉珋ξ
犉ξ
狘＝狘

犳珔狕

犳狕
狘≤狉

犿－１
０ ＝

犓－１
犓＋１

＜１，

则犉（ξ）为犇犚０上的犓?拟正则调和函数，且｜犉珋ξ｜≤狉
犿－１
０ ，ξ∈犺（犇狉０）．

由引理Ｃ可知，犉（ξ）在犇犚０上单叶，即犳（狕）在犺
－１（犇犚

０
）上单叶，显然犳（狕）在犇狉上单叶．

令犌＝犺－１（犇犚
０
）犇狉

０
，对任意的狕１，狕２∈犌，令γ＝犺

－１（犺（狕１），犺（狕２）），则有

狘犺（狕１）－犺（狕２）狘＝狘∫γ犳狕（狕）ｄ狕狘＝∫γ狘犳狕（狕）狘狘ｄ狕狘，
所以有

狘犳（狕１）－犳（狕２）狘≥狘犺（狕１）－犺（狕２）狘－狘犵（狕１）－犵（狕２）狘≥ （１－狉
犿－１
０ ）狘犺（狕１）－犺（狕２）狘．

取狕１＝狕，狕２＝０，即｜犳（狕）｜≥（１－狉
犿－１
０ ）｜犺（狕）｜．

犳（狕）包含一个单叶像圆盘犇犚，犚＝（１－狉
犿－１
０ ）犚０，即犚＝（１－狉

犿－１
０ ）狉２０．

注５　当犿→∞时，因为｜犺（狕）｜＜１，狕∈犇，则有｜犳（狕）｜＜１，狕∈犇，且犚→犚０＝狉
２
０．

注６　当α＝１时，由Ｓｃｈｗａｒｚ引理可知，犺（狕）＝狕，此时有犳（狕）在犇上单叶．

３）定理３的证明．因为犺（０）＝０，犺′（０）＝１，且犺（狕）在犇上单叶，故由Ｋｏｅｂｅ定理知，犺（犇）包含圆

盘犇１／４＝｛狑∶｜狑｜＜
１

４
｝．令犌（ξ）＝４犺

－１（１
４ξ
），ξ∈犇，由引理Ｂ可知，犺

－１（犇１／４）包含一个半径为狉的

圆盘．其中：狉≥
１

４
（１＋ １－槡

１

４
）－２＝

１

槡７＋４３
．令犉（ξ）＝犳犺

－１（ξ），ξ∈犺（犇），又因为犳（狕）＝犺（狕）＋

犵（狕）为犇上的犓?拟正则调和映照，则有

狘μ犳狘＝狘
犳珔狕

犳狕
狘≤犽＝

犓－１
犓＋１

＜１，

所以有

狘μ犉狘＝狘
犉珋ξ
犉ξ
狘＝狘

犳珔狕

犳狕
狘≤犽＝

犓－１
犓＋１

＜１．

犉（ξ）为犇１／４犺（犇）上的犓?拟正则调和映照，且｜犉珋ξ｜≤犽，ξ∈犺（犇）．

由引理Ｃ可知，犉（ξ）在犇１／４上单叶，又由于犺（狕）在犇上单叶，所以犳在犇狉上单叶．

设ξ１，ξ２∈犇１／４，由

狘犉（ξ１）－犉（ξ２）狘≥狘∫ξ１，ξ２犉ξｄξ狘－狘∫ξ１，ξ２犉珋ξｄ
珋
ξ狘≥ （１－犽）狘ξ１－ξ２狘，

令｜ξ１｜＝
１

４
，ξ２＝０，则有

狘犉（ξ１）－犉（０）狘≥ （１－犽）狘ξ１狘＝
（１－犽）

４
．

故犳在某一包含原点的区域上单叶，此区域的像至少包含半径为犚的圆盘，其中犚＝
（１－犽）

４
．

推论１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）为犇上的开调和映照，若犺（０）＝０，犺′（０）＝１，犵′（０）＝０，犺（狕）在犇

上单叶，则犳（狕）在犌１＝｛狕′∶狕′＝ρ狕，狕∈犇狉｝上单叶．其中：狉＝
１

４
（１＋ １－槡

１

４
）－２＝

１

槡７＋４３
，０＜ρ＜１．
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