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摘要：　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
＋∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

＋∞

狀＝１

犫狀狕
狀 为定义在单位圆盘犝 上的调和映照，满足条件

∑
＋∞

狀＝２

狀狆（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘，证明当０＜狆≤１时，犳（狕）在圆盘｜狕｜＜狉０＝１／（２
１－狆）内单叶；当１＜狆≤２时，

犳（狕）在圆盘｜狕｜＜犚０＝１／（２
２－狆）内为凸像函数．所得结果推广了 Ｍ．Ｊａｈａｎｇｉｒｉ等和 Ｍ．?ｚｔüｒｋ等的结论．
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１　预备知识

设犳（狕）＝狌（狓，狔）＋ｉ狏（狓，狔）为定义在区域犇 上的连续函数，如果狌（狓，狔），狏（狓，狔）皆为实调和函

数，则称犳（狕）为犇上的复调和函数．又若犇为单连通区域，则犳（狕）可写成

犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）． （１）

犺（狕）和犵（狕）为犇上的解析函数，称犺（狕）为犳（狕）的解析部分，犵（狕）为犳（狕）的共轭解析部分．由文献［１］

可知：犳（狕）为犇上的局部单叶保向映照的充要条件是｜犺′（狕）｜＞｜犵′（狕）｜，对于任意的狕∈犇．

记犝＝｛狕∶｜狕｜＜１｝为单位圆盘，如果式（１）中的犳（狕）满足犳（０）＝犳狕（０）－１＝０，则有

犺（狕）＝狕＋∑
＋∞

狀＝２

犪狀狕
狀，　　犵（狕）＝∑

＋∞

狀＝１

犫狀狕
狀． （２）

　　定义犛犎 类函数为一族定义在单位圆盘犝 上的单叶保向调和映照且满足条件（２）．对于任意的犳∈

犛犎，若其像域犳（犝）为星像，则称犳（狕）为星像调和函数，记为犳∈犛

犎 ．类似地若其像域犳（犝）为凸像，则

称犳（狕）为凸像调和函数，记为犳∈犓犎．关于星像调和与凸像调和函数的特征，有如下充要条件
［２］，即

犳∈犛

犎



θ
（ａｒｇ犳（狉ｅｘｐ（ｉθ）））＞０，　　狕＝狉ｅｘｐ（ｉθ）∈犝， （３）

犳∈犓犎


θ
（ａｒｇ

犳
θ
（狉ｅｘｐ（ｉθ）））＞０，　　狕＝狉ｅｘｐ（ｉθ）∈犝． （４）

　　Ｍ．Ｊａｈａｎｇｉｒｉ等
［３４］利用系数不等式证明了下列的定理．

定理犃　设犳＝犺＋珚犵为定义在单位圆盘犝 上的调和映照，其中犺和犵的定义如式（２），满足

∑
＋∞

狀＝２

狀（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘． （５）

则犳（狕）为犝 上的单叶、保向近于凸映照．式（５）的上限是精确的，因为对于任意的δ＞０，犳（狕）＝狕＋

１＋δ
狀
狕狀 在犝 内已不在单叶．进一步地，若有

∑
＋∞

狀＝２

狀２（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘， （６）

　收稿日期：　２０１１１０１２

　通信作者：　朱剑峰（１９８０），男，讲师，主要从事函数论的研究．Ｅｍａｉｌ：ｆｌａｎｄｙ＠ｈｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　基金项目：　国家自然科学基金资助项目（１１１０１１６５）；国务院侨办科研基金资助项目（１０ＱＺＲ２２）



则犳∈犓犎 为犝 上的凸像函数．这里的上限同样是精确的，因为函数犳（狕）＝狕＋
１＋δ
狀
狕狀，δ＞０表明式（６）

的上界已无法再改进．

Ｍ．?ｚｔüｒｋ等
［５］进一步研究了上述问题．设犳＝犺＋珚犵为单位圆盘犝 上的调和函数，其中犺，犵由式

（２）定义，若其系数满足

∑
＋∞

狀＝２

狀－α
１－α

（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘， （７）

则称犳∈犎犛（α），０≤α＜１．利用狀≥２时，狀≤
狀－α
１－α

，文献［４］证明了下列的定理．

定理犅　若犳∈犎犛（α），则犳（狕）为单叶、保向、星像函数．进一步地，若犳（狕）满足

∑
＋∞

狀＝２

狀（狀－α）

１－α
（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘， （８）

则犳（狕）为凸像函数．

２　主要结论及其证明

定理１　设犳＝犺＋珚犵为定义在单位圆盘犝 上的调和映照，犺和犵如式（２）定义，对于任意的０＜狆≤

１，若犳（狕）满足

∑
＋∞

狀＝２

狀狆（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘， （９）

则犳（狕）在圆盘犽０∶｜狕｜狉０＝１／（２
１－狆）内单叶、保向的．

证明　令狋（狓）＝狓
狆－１
狓－１，则犳（狕）在狓≥２时单调增加，所以狋（狓）≥狋（２）＝１／（２

１－狆）．于是有

狀
狆－１
狀－１≥

１

２
１－狆

＝狉
０，狀＝２，３，…．任取狕１，狕２∈犽０，且狕１≠狕２，则有

狘犳（狕１）－犳（狕２）狘＝狘（狕１－狕２）＋∑
＋∞

狀＝２

犪狀（狕
狀
１－狕

狀
２）＋∑

＋∞

狀＝１

犫狀（狕
狀
１－狕

狀
２）狘＞

狘狕１－狕２狘（１－狘犫１狘－∑
＋∞

狀＝２

狀狆（狘犪狀狘＋狘犫狀狘））≥０．

所以，犳（狕）在犽０ 内单叶．又因为对于任意的狕∈犽０，有

狘犺′（狕）狘＝狘１＋∑
＋∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀－１
狘＞１－∑

＋∞

狀＝２

狀狘犪狀狘狉
狀－１
≥狘犵′（狕）狘．

所以，犳（狕）在犽０ 内保向的．

定理２　设犳＝犺＋珚犵为定义在单位圆盘犝 上的调和映照，满足条件（９），则当１＜狆≤２时犳（狕）为圆

盘犓０∶｜狕｜＜犚０＝
１

２２－狆
上的凸像函数．这里的常数犚０ 是最佳的．

证明　因为狆＞１，故有∑
＋∞

狀＝２

狀（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤∑
＋∞

狀＝２

狀狆（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘．由定理Ａ可知犳（狕）

为犝 上的单叶、保向调和映照的．对于犚＞１，有
１

犚
犳（犚狕）＝狕＋∑

＋∞

狀＝２

犪狀狕
狀犚狀－１＋∑

＋∞

狀＝１

犫狀狕
狀犚狀－１，仍为犝 上

的单叶调和映照．下面只需找到最小的常数犚０，使犳（狕）为凸像函数．

由定理Ａ可知有

∑
＋∞

狀＝２

狀２（狘犪狀犚
狀－１
狘＋狘犫狀犚

狀－１
狘）≤∑

＋∞

狀＝２

狀狆（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘， （１０）

则犳（狕）为凸像函数．于是，狀
２犚狀－１≤狀狆，所以犚≤狀狆

－２／狀－１．取犚０＝１／２
２－狆，则犳（狕）为圆盘犓０∶｜狕｜＜犚０

内的凸像函数．

注１　当１＜狆≤２时，条件（９）并不足以保证犳（狕）为凸像函数．事实上，函数犳（狕）＝狕－
１

２狆
珔狕２ 满足

条件（９），但是有
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

θ
（ａｒｇ



θ
犳（狉ｅｘｐ（ｉθ）））＝Ｒｅ

狕犺′＋狕
２犺″＋狕犵′＋狕

２
犵″

狕犺′－狕犵［ ］′
＝Ｒｅ （狕－

４

２狆
珔狕２）／（狕＋

２

２狆
珔狕２［ ］）． （１１）

　　取狕＝狉＜１，当
１

２２－狆
＜狉＜１时，式（１１）为（狉－

４

２狆
狉２）／（狉＋

２

２狆
狉２）＜０，故犳（狕）不是凸函数．说明了犚０

是最佳的［６］．

定理３　设犳＝犺＋珚犵为定义在为圆盘犝 上的调和映照，满足条件（９）．其中狆≥１，则犳（狕）∈犛犎（α）

为单位圆盘上的调和星像函数，这里α≤
２狆－２

２狆－１
．

证明　狆≥１，由定理２知犳（狕）为单叶保向调和映照，又当狀狆≥
狀－α
１－α

，狀＝２，３，…时，有α≤
狀狆－狀

狀狆－１
．

对于固定的狆，
狀狆－狀

狀狆－１
关于狀单调增加，所以α≤

２狆－２

２狆－１
．此时又有

∑
＋∞

狀＝２

狀－α
１－α

（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤∑
＋∞

狀＝２

狀狆（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘 （１２）

由定理Ｂ知犳（狕）∈犛犎（α）为星像调和函数．这里α≤
２狆－２

２狆－１
．
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＋∑
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犫狀狕
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狀狆×
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１
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