
　第３３卷　第４期 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版 ） Ｖｏｌ．３３　Ｎｏ．４　

　２０１２年７月 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ） Ｊｕｌ．２０１２　

　文章编号：　１０００５０１３（２０１２）０４０４７７０４

图谱理论中一些定理的新证明
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摘要：　利用非负矩阵理论并结合图论性质，给出图谱理论中３个重要定理的证明，给出的证明方法比之前文

献的证明更为简洁、易懂．
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图谱理论在物理学和化学上有着很重要的应用，从Ｌ．Ｍ．Ｌｉｈｔｅｎｂａｕｍ与Ｃｏｌｌａｔｚ的开创性文章发

表以来，人们对图谱理论的研究不断深入．Ｆ．Ｒ．Ｋ．Ｃｈａｎｇ在１９９４年瑞士苏黎世举行世界数学家大会

把图谱理论的研究推向一个新的层面．如下３个定理在图谱理论中占有十分重要的地位．

定理１
［１］
　若犌为简单的连通图，犃为其对应的邻接矩阵，｜犌｜＝狀，ρ（犃）为犃的最大特征值，狓为

特征值ρ（犃）对应的Ｐｅｒｒｏｎ向量
［２］，则狓＞０．

定理２
［３］
　设犌为简单连通图，犌的顶点集犞（犌）＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，记犌１＝犌－狓犻，狓犻∈犞（犌），若

ρ（犌）与ρ（犌１）分别表示图犌与犌１ 的最大特征值，则有ρ（犌）＞ρ（犌１）．

定理３
［３?６］
　设犌为简单的连通图，犌′为其真部分图（即犌与犌′的顶点集相同，犌′的边集是犌 的边

集的真子集，犌′不一定连通），犌与犌′的邻接矩阵分别记为犃（犌）和犃（犌′），ρ（犌′）与ρ（犌′）分别为犃（犌）

与犃（犌′）的最大特征值，则有１）ρ（犌′）＜ρ（犌）；２）当狓≥ρ（犌）时，χ（犌，狓）＜χ（犌′，狓）．

虽然这３个重要定理已经得到了证明，但是其证明方法均过于繁琐．一些数学家们试图寻找这些定

理更为简洁的证明方法，如游兆永等［１］对定理１给出新证明．但证明仍不够简洁．本文给出３个定理更

为简洁、易懂的新证明．

１　一些引理

为了重新证明上述３个定理，先引入如下几个重要的引理．

引理１
［７］
　设犌为简单连通图，犃为犌 的邻接矩阵，则犃为非负不可约矩阵

［８］．

引理２
［７］
　设犃为非负不可约矩阵，ρ（犃）为犃的最大特征值，狓为特征值ρ（犃）对应的Ｐｅｒｒｏｎ向

量，则狓≥０．

引理３
［７］
　已知犃为一个狀×狀阶实对称矩阵，狓为一狀维向量，记犃的特征根分别为λ１，λ２，…，λ狀，

若λｍａｘ＝ｍａｘ｛λ犻｝，犻＝１，２，…，狀，则有

λｍａｘ ＝ ｍａｘ
‖狓‖＝１

（狓′犃狓）．

　　引理４　设犌为简单的连通图，｜犌｜＝狀，记犌＝（犞，犈），犞（犌）＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，犃（犌）为图犌的邻

接矩阵，犃（犌）的特征多项式记为χ（犌），即χ（犌）＝χ（犌，狓）＝ｄｅｔ（狓犐－犃（犌）），则有

χ′（犌，狓）＝∑
狀

犻＝１
χ（犌－狓犻，狓）．

　　证明　设邻接矩阵犃（犌）＝（犪犻，犼）狀×狀．由矩阵求导性质可知：对一参数矩阵某个变量的求导等于对
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其所有列分别对相应变量求导的和．则有

χ′（犌，狓）＝
ｄ

ｄ狓

狓－犪１，１ －犪１，２ … －犪１，狀

－犪２，１ 狓－犪２，２ … －犪２，狀

  

－犪狀，１ －犪狀，２ … 狓－犪狀，狀

＝

１ －犪１，２ … －犪１，狀

０ 狓－犪２，２ … －犪２，狀

  

０ －犪狀，２ … 狓－犪狀，狀

＋

狓－犪１，１ ０ … －犪１，狀

－犪２，１ １ … －犪２，狀

  

－犪狀，１ ０ … 狓－犪狀，狀

＋…＋

狓－犪１，１ －犪１，２ … ０

－犪２，１ 狓－犪２，２ … ０

  

－犪狀，１ －犪狀，２ … １

＝

χ（犌－狓１，狓）＋χ（犌－狓２，狓）＋…＋χ（犌－狓狀，狓）＝∑
狀

犻＝１
χ（犌－狓犻，狓），

因此有

χ′（犌，狓）＝∑
狀

犻＝１
χ（犌－狓犻，狓）．

２　定理的证明

定理１
［１］
　若犌为简单的连通图，犃为其对应的邻接矩阵，｜犌｜＝狀，ρ（犃）为犃的最大特征值，狓为

特征值ρ（犃）对应的Ｐｅｒｒｏｎ向量，则狓＞０．

证明　采用反证法证明．由于犃为连通图犌 的邻接矩阵，由引理１可知：犃为非负不可约矩阵．又

由引理２可知：特征值ρ（犃）对应的Ｐｅｒｒｏｎ向量狓≥０．

假设狓＞０不成立，则存在一个置换阵犘及实数狊（１≤狊＜狀），使得狔＝犘狓（狔１，狔２，…，狔狀）′，则有

狔１＞０，狔２＞０，…，狔狊＞０，狔狊＋１＝０，…，狔狀＝０．令犘犃犘
－１＝犅，则ρ（犃）＝ρ（犅）．由题意可得ρ（犃）狓＝犃（犌）狓，

左乘矩阵犘可得犘ρ（犃）狓＝犘犃（犌）狓，即有ρ（犃）犘狓＝犘犃（犌）犘
－１犘狓，即犅狔＝ρ（犅）狔．

记犅＝（犫犻，犼）狀×狀，由于狔狊＋１＝０，…，狔狀＝０，所以有∑
狀

犻＝１

犫犼，犻狔犻＝ρ（犅）狔犼＝０，犼＝狊＋１，狊＋２，…，狀；从而

有∑
狀

犻＝１

犫犼，犻狔犻 ＝∑
狊

犻＝１

犫犼，犻狔犻 ＝０．由于犃为非负不可约实对称矩阵，故可知犅也为非负不可约实对称矩阵．

又由于狔１＞０，狔２＞０，…，狔狊＞０，且犫犼，犻≥０（犻＝１，２，…，狀，犼＝１，２，…，狀），从而有犫犼，犻＝０．其中：犼＝狊＋１，

狊＋２，…，狀；犻＝１，２，…，狊．

故矩阵犅可写为
犆狊×狊 犗狊×（狀－狊）

犗（狀－狊）×狊 犇（狀－狊）×（狀－狊

烄

烆

烌

烎）
，这与犅是非负不可约矩阵相矛盾．从而假设不成立，原命

题成立．

定理２
［３］
　设犌为简单连通图，犌的顶点集犞（犌）＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，记犌１＝犌－狓犻，狓犻∈犞（犌），

若ρ（犌）与ρ（犌１）分别表示图犌与犌１ 的最大特征值，则有ρ（犌）＞ρ（犌１）．

证明　由题设知｜犌｜＝狀，容易验证当狀＝２及狀＝３时，原命题成立．

对狀≥４分下面两种情形进行证明．

情形１　犌１＝犌－狓犻仍是连通图．

设犌与犌１ 的邻接矩阵分别为犃与犅，由引理１可知：犃与犅均为非负不可约矩阵．设犅对应ρ（犌１）

的Ｐｅｒｒｏｎ向量为狓，则有犅狓＝ρ（犌１）狓；再由定理１可知：狓＞０．

由于犌１＝犌－狓犻，犌为简单连通图，故可知存在犡∈犚
（狀－１）×１，且犡≥０，犡≠０，使得犃＝

犅 犡

犡′（ ）０ ．记

犆＝
犅 ０（ ）０ ０

，则有０≤犆≤犃，且ρ（犅）＝ρ（犆）．

根据组合矩阵论可得：ρ（犅）＝ρ（犆）≤ρ（犃），即ρ（犌１）≤ρ（犌）．设狓０ 为对应于ρ（犌１）的Ｐｅｒｒｏｎ向量，
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则狓０＞０，‖狓０‖＝１，且有狓′０犡＞０．取狔０＝
１

犪２槡 ＋１

狓０（ ）犪 ，其中犪＝
狓′０犡

ρ（犅）
，则有犪＞０，且狓′０犡＝犪ρ（犅）．又

由‖狓０‖＝１，可得‖狔０‖＝１．因而有

狔′０犅狔０ ＝
１

犪２＋１

狓０（ ）犪 ′
犅 犡

犡′（ ）０
狓０（ ）犪 ＝

１

犪２＋１
（狓′０犅狓０＋２犪狓′０犡）＝

１

犪２＋１
（ρ（犅）＋２犪狓′０犡）＝

１

犪２＋１
（ρ（犅）＋２犪

２

ρ（犅））＞
１

犪２＋１
（ρ（犅）＋犪

２

ρ（犅））＞ρ（犅）．

　　由引理３可得

ρ（犃）＝ ｍａｘ
‖犅‖＝１

狔′犃狔≥狔′０狔狔０ ＞ρ（犅），

因此有ρ（犃）＞ρ（犅），即ρ（犌）＞ρ（犌１）．

情形２　犌１＝犌－狓犻不再是连通图．

不妨设狓犻＝狓狀，记犌１ 的连通分支分别为犎１，犎２，…，犎犽，且犎１，犎２，…，犎犽 各对应的邻接矩阵分

别为犘１，犘２，…，犘犽．设ρ（犎犽）＝ｍａｘ
犽

犻＝１
ρ（犎犻），记图犌，犌１ 对应的邻接矩阵分别为犃，犅，则矩阵犅可表示为

分块对角阵

犘１ ０ … ０

０ 犘２ … ０

  

０ ０ ０ 犘

烄

烆

烌

烎犽

，且有ρ（犅）＝ρ（犎犽）＝ρ（犌１）．

由于犎犽＝犌－狓狀－犎１－犎２－…－犎犽－１，故可设犎犽 ＝犌－∑
犿

犼＝１

狓犾
犼
，其中１≤犿＜狀，并且保持犌－

狓犾
１
，犌－狓犾

１
－狓犾

２
，…，犌－狓犾

１
－狓犾

２
－…－狓犾犿 连通．利用情形１的结论可得：ρ（犌）＞ρ（犌－狓犾１）＞… ＞

ρ（犌－∑
犿

犼＝１

狓犾
犼
）＝ρ（犎犽）＝ρ（犌１），则有ρ（犌）＞ρ（犌１）．

综上两种情形可知定理２成立．

定理３
［３?６］
　设犌为简单的连通图，犌′为其真部分图（即犌与犌′的顶点集相同，犌′的边集是犌 的边

集的真子集，犌′不一定连通），犌与犌′的邻接矩阵分别记为犃（犌）和犃（犌′），ρ（犌）与ρ（犌′）分别为犃（犌）与

犃（犌′）的最大特征值，则有１）ρ（犌′）＜ρ（犌）；２）当狓≥ρ（犌）时，χ（犌，狓）＜χ（犌′，狓）．

证明　先证ρ（犌′）＜ρ（犌）成立．显然，由题意易知，０≤犃（犌′）≤犃（犌），根据组合矩阵论可得ρ（犌′）≤

ρ（犌）成立．下面分两种情形进行证明．

情形１　犌′仍是连通图．

由于犌′是连通图，由引理１可知：犃（犌′）为非负不可约矩阵．又犌′为犌 的真部分图，从而有犃（犌′）≤

犃（犌），且犃（犌′）≠犃（犌）．

设狔为对应于ρ（犌′）的Ｐｅｒｒｏｎ向量，则有‖狔‖＝１且犃（犌′）狔＝ρ（犌′）狔；再根据定理１可知：狔＞０．

从而有狔′犃（犌′）狔＝ρ（犌′）狔′狔＝ρ（犌′）‖狔‖＝ρ（犌′）．

故ρ（犌′）＝狔′犃（犌′）狔＜狔′犃（犌）狔≤ｍａｘ
‖狓‖＝１

狓′犃（犌）狓．又由引理３可知：ρ（犌）＝ｍａｘ
‖狓‖＝１

狓′犃（犌）狓，从而有

ρ（犌′）＜ρ（犌）．

情形２　犌′不再是连通图．

由于犌′不连通，故可设犌′＝犌１∪犌２∪…∪犌犽，其中犌１，犌２，…，犌犽 为犌′的犽个连通分支，犽≥２．不妨

设ρ（犌１）＝ρ（犌′），由于犌是连通图，犌′为其真部分图，故存在边犲１，且犲１∈犈（犌），使得犌１ 与某个犌犼 相

连，其中犼＝１，２，…，犽．不妨设犌１ 可通过犲１ 与犌２ 相连，记犉＝犌′∪｛犲１｝＝［犌１∪犌２∪｛犲１｝］∪犌３∪…∪

犌犽，可知犉仍为犌 的真部分图或者等于犌．

若犽≥３，则犌１∪犌２∪｛犲１｝为犌的部分图，且｜犌１∪犌２∪｛犲１｝｜＝｜犌｜．因而存在非空的顶点集犠，使

得犌１∪犌２∪｛犲１｝为犌－ ∪
狓犻∈犠

｛狓犻｝的部分图，从而有ρ（犌′）＝ρ（犌１）≤ρ（犌－ ∪
狓犻∈犠

｛狓犻｝）．又由定理２的证明
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可知：ρ（犌－ ∪
狓犻∈犠

｛狓犻｝）＜ρ（犌），故ρ（犌′）＜ρ（犌）．若犽＝２，则犌１ 可通过一条边犲１ 与犌２ 相连，从而存在非

空顶点集犠，使得犌１＝犌－ ∪
狓犻∈犠

｛狓犻｝．再由定理２的证明可得：ρ（犌′）＜ρ（犌）．

综上可得：ρ（犌′）＜ρ（犌）．

其次，证明当狓≥ρ（犌）时，χ（犌，狓）＜χ（犌′，狓）成立．设犌＝（犞，犈），且｜犌｜＝狀．当狀＝２及狀＝３时，容

易验证原命题成立．现对狀≥４进行归纳法证明．

设当狀≤狊（狊≥３）时，定理３中命题２）成立；当狀＝狊＋１时，由定理３中命题１）可知：ρ（犌′）＜ρ（犌），

则有χ（犌′，ρ（犌））＞０．又由引理４可知χ′（犌′，狓）＝∑
狀

犻＝１
χ（犌－狓犻，狓），从而有

χ′（犌′，狓）－χ（犌，狓）＝∑
狀

犻＝１
χ′（犌′，狓犻，狓）－∑

狀

犻＝１
χ（犌－狓犻，狓）＝

∑
狊＋１

犻＝１

［χ（犌′－狓犻，狓）－χ（犌－狓犻，狓）］．

　　由于犌′为犌 得真部分图，因而有｜犌′－狓犻｜＝｜犌－狓犻｜，狓犻∈犞（犌）．对于犻＝１，２，…，狊＋１，可知犌′－

狓犻或者等于犌－狓犻，或者是犌－狓犻的真部分图．根据前面结论可得：ρ（犌′－狓犻）≤ρ（犌－狓犻）．由定理２可

知：ρ（犌－狓犻）＜ρ（犌）．因而由前面假设可知，当狓≥ρ（犌）＞ρ（犌－狓犻）时，χ（犌′－狓犻，狓）－χ（犌－狓犻，狓）≥０

成立．

又由于犌′为犌 的真部分图，则存在犼∈｛１，２，…，狀｝，使得犌′－狓犼 是犌－狓犼 的真部分图．由假设可

知，存在犼∈｛１，２，…，狊｝，使得当狓≥ρ（犌－狓犼）时，有χ（犌′－狓犼，狓）－χ（犌－狓犼，狓）＞０．从而当狓≥ρ（犌）

时，有χ′（犌′，狓）－χ′（犌，狓）＞０成立．又有χ（犌′，ρ（犌））－χ（犌，ρ（犌））＝χ（犌′，ρ（犌））＞０，故当狓≥ρ（犌）

时，χ（犌，狓）＜χ（犌′，狓）成立．
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