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带 犕犪狉犽狅狏跳随机种群收获系统

数值解的指数稳定性
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摘要：　研究一类带跳的非线性随机种群收获动力学模型的数值解指数稳定性的问题，给出了外界环境对系

统产生影响的条件下带跳的随机收获动力学系统．通过一些特殊不等式，Ｉｔｏ公式及Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ?Ｄａｖｉｓ?Ｇｕｎｄｙ

不等式，讨论了带 Ｍａｒｋｏｖ随机种群系统数值解的收敛性，得到了数值解指数稳定所满足的充分条件，所得结

论是确定性种群系统的扩展．
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近年来，随机种群模型引起了广泛的研究．如在不考虑具有跳的随机环境影响的情况下，文献［１］对

随机微分方程的基本理论进行了论述；文献［２?３］对随机种群系统的数值解问题进行了研究；文献［４］对

随机种群系统状态方程解的存在唯一性及指数稳定性进行了研究；文献［５］对一类单种群收获模型稳定

性的进行了研究．上述文献都没有考虑随机跳的影响，而自然界中地震、海啸等随机自然灾害都是具有

跳的特征的．把随机跳因素考虑到种群收获系统中，得到带 Ｍａｒｋｏｖ跳的随机种群模型（Ｐ）为
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式（１）中：（狉，狋）∈犙，犙＝（０，犃）×（０，犜），犃是种群个体最高存活年龄，０＜犃＜∞；狉是种群年龄，０＜狉＜

犃；狋＞０是时间；λ１ 是平均死亡率；β１ 是平均生育率；狆（狉，狋）是在狋时刻年龄狉的种群密度；狌１（狉，狋）是最

优收获变量，满足０＜狌１（狋）＜狌ｍａｘ（狋）；犳１ 是年龄为狉在时刻狋的种群外界扰动（如迁移、地震等多突发

灾害所造成的种群变化等）；犳１（狆，狏（狋））＋犵１（狆，狏（狋））
ｄ狑
ｄ狋
是外界环境对所研究系统的随机扰动；狑狋是

白噪声；狏（狋）是 Ｍａｒｋｏｖ过程．然而，对于上述带 Ｍａｒｋｏｖ跳的随机收获系统（１）的数值解稳定性的研究

至今未曾见到．本文利用文献［３，６］的方法，讨论带 Ｍａｒｋｏｖ跳的随机收获系统的数值解稳定性问题．

１　预备知识

令犞＝犎１（犙）＝｛狕｜狕∈犔
２，狕
狓
∈犔

２（犙），其中
狕

狓
是广义偏导数｝，犞 是犙 的一阶Ｓｏｂｏｌｅｖ空间，有

犞 →犎 ≡犎１ →犞１．

其中：犞１ 是犞 的对偶空间．分别用‖·‖，｜·｜和‖·‖１ 表示空间犞，犎 和犞１ 上的范数；用〈·，·〉
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表示犞１，犞 的对偶积，（·，·）表示犎 中的内积，且存在常数犽，则有

狘狓狘≤犽‖狓‖，　　狓∈犞．

　　犉∈ψ（犕，犎）是犕 到犎 有界算子空间中的一个算子，‖犉‖２ 是Ｈｉｌｂｅｒｔ?Ｓｃｈｍｉｄｔ范数，‖犉‖
２
２＝

ｔｒ（犉犠犉Ｔ）．设（Ω，犉，犘）是定义的一个完备的概率空间，滤波｛犉狋｝狋≥０是右连续的且递增的，犉０包含所有

的零测度集，狑狋是一个标准的犱维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动．

狏（狋），狋≥０是定义在上述完备空间上取值于有限状态空间犛＝｛１，２，…，犖｝右连续马尔可夫链，其

生成元Γ＝（狉犻，犼）犖×犖为

狆｛狉（狋＋Δ）＝犼狘狉（狋）＝犻｝＝
狉犻，犼Δ＋狅（Δ），　　ｉｆ犻≠犼，

１＋狉犻，犼Δ＋狅（Δ），　ｉｆ犻＝犼
｛ ．

其中：Δ＞０．若犻≠犼，则狉犻，犼≥０是表示状态犻到状态犼的转移率，且狉犻，犻 ＝－∑
犻≠犼

狉犻，犼．

假设马尔可夫链狏狋与布朗运动犠狋 相互独立，则易知狏狋 的每一个样本轨道几乎是右连续阶梯函

数，且在犚＋上的任何有限子区间上至多有有限个跳跃点．

将方程（１）写成积分形式，即
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　　对于系统（Ｐ），在时间狋∈［０，犺，２犺，３犺，…，犖犺］上定义的离散数值解为
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式（３）中：犞０狋 ＝狆（狉，０）；犞（狋，０）＝∫
犃

０
β（狉，狋）犞狋ｄ狉；狉

犺
狀＝狏（狀犺），狀≥１；犞

狀
狋 是狆（狉，狋）的近似值；狋狀＝狀犺，时间

增量犺＝
犜
犖
１，用Δ狑犽＝狑（狋犽＋１）－狑（狋犽）运动的增量．

对于连续的情形，则有

犞狋＝狆０－∫
狋

０

犞狊

狉
ｄ狊－∫

狋

０
λ１（狉，狊）犣狊ｄ狊－∫

狋

０
狌１（狉，狊）犣狊ｄ狊＋

∫
狋

０
犳１（犣狊，珔狏（狊））ｄ狊＋∫

狋

０
犵１（犣狊，珔狏（狊））ｄ狑狊． （４）

式（４）中：犞０ ＝ 狆（狉，０）；犞（狋，０）＝∫
犃

０
β（狉，狋）犞狋ｄ狉；犞狋 ＝ 犞（狉，狋）；珔狏（０）＝ 犻０；犣狋 ＝ 犣（狉，狋）＝

∑
犖－１
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犞狀狊１［狀犺，（狀＋１）犺］（狊）；１犙表示定义在集合犙 的示性函数．由此易得犣（狋狀，狉）＝犞
狀
狋＝犞（狉狀，狋）．

同时下列假设条件成立：

Ａ１）犳（犻，０）＝０，犵（犻，０）＝０，犻∈犛；

Ａ２）（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件）存在一个正常数犔，当狓，狔∈犇，犻∈犛时，有

狘犳１（犻，狔）－犳１（犻，狓）狘∨ ‖犵１（犻，狔）－犵１（犻，狓）‖ ≤犔‖狔－狓‖犇；

　　Ａ３）λ１∈犆（犙×犚
＋）非负可测函数，且满足０≤λ１（狉，０）≤λ１（狉，狋）≤θ１＜∞；

Ａ４）β１∈犆（犙×犚
＋）非负可测函数，且满足０≤β１（狉，０）≤β１（狉，狋）≤θ２＜∞；

Ａ５）狌∈犝犪犱＝犝 的非空凸子集，犝＝犔
２（犙），ε≤狌≤犿．

２　几个引理

定义１　若狉∈［０，犃］，给定步长犺＞０，有两个正常数η和珡犖，则有

犈狘犞狋狘
２
≤珡犖ｅ

－η狉，　　狋≥０． （５）

式（５）称方程（２）的数值解在均方意义下指数稳定．

引理１　若条件Ａ１）～Ａ５）成立，狆狋是方程（３）的强解，则存在常数犾＞０，犮１＞０，使得
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２
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犾狋，　　狋≥０． （６）

　　证明　与文献［４］类似．

引理２　若条件Ａ１）～Ａ５）成立，则有

犈 ｓｕｐ
狋∈［０，犜］

（狘犞狋狘
２）≤犮２． （７）

式（７）中：依赖狆０ 和犜而不依赖．

证明　与文献［３］类似．

引理３　若条件Ａ１）～Ａ５）成立，则有
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　　证明　｜犝狋－犣狋｜
２ 和｜犞狋－犠狋｜

２ 可用相同的方法处理，故只需在狋∈［０，犜］中讨论｜犝狋－犣狋｜
２ 即

可．若狋∈［０，狋］，必存在一个整数狀，使得狋∈［狀犺，（狀＋１）犺），则有
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　　应用（犪＋犫＋犮＋犱＋犲）
２
≤５犪

２＋５犫２＋５犮２＋５犱２＋５犲２ 及所给的条件可得
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２
＋
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狋
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２
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狋
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２
＋

５狘∫
狋

狀犺
犵１（犣狊，珔狏（狊））ｄ狑狊狘

２． （１０）

　　由Ｃａｕｃｈｙ?Ｓｃｈｗａｒｚ不等式和假设条件可得

狘犞狋－犣狋狘
２
≤５犺∫

狋

狀犺
狘
犞狊
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５犿２犺∫
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狋

狀犺
狘犞狊狘

２ｄ狊＋５狘∫
狋
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２． （１１）

　　由Ｄｏｏｂ不等式可得

犈狘犞狋－犣狋狘
２
≤５犜犈（

犞狊

狉
）２犺＋５犜θ

２
１犮２犺＋５犜犿

２犮２犺＋５犜犔
２犮２犺＋５犜犔

２犮２犺． （１２）

式（１１）中：犔＝ｍａｘ
犻∈犇

犔犻，所以有

犮３ ＝５犜（犈（
犞狊

狉
）２犺＋θ

２
１犮２＋犿

２犮２＋２犔
２犮２）．

３　主要结论

定理１　对于任意狋∈［０，犜］，有

犈∫
狋

０
狘犳（珔狏（狊），犞狊）－犳（狏（狊），犞狊）狘

２ｄ狊≤犮４犺＋狅（犺），

犈∫
狋犽

０
‖犵（珔狏（狊），犞狊）－犵（狏（狊），犞狊）‖

２
２ｄ狊≤犮５犺＋狅（犺）．

　　证明　参考文献［７］．

定理２　若条件Ａ１）～Ａ５）成立，则有

犈 ｓｕｐ
狋∈［０，犜］

（狘狆狋－犞狋狘
２）≤犮６犺，

　　证明　由于有
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狆狋－犞狋 ＝－∫
狋

０

（狆狊－犞狊）

狉
ｄ狊－∫

狋

０
λ１（狉，狊）（狆狊－犞狊）ｄ狊－

∫
狋

０
狌１（狉，狊）（狆狊－犞狊）ｄ狊＋∫

狋

０

（犳１（狆狊－狏（狊））－犳１（犣狊，珔狏（狊）））ｄ狊＋

∫
狋

０

（犵１（狆狊－狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊）））ｄ狑狊．

　　利用Ｉｔｏ公式，Ｃａｕｃｈｙ?Ｓｃｈｗａｒｚ不等式及假设条件可得

狘狆狋－犞狋狘
２
＝－２∫

狋

０

〈狆狊－犞狊，
（狆狊－犞狊）
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０
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∫
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２

２
ｄ狊＋

２∫
狋

０

（狆狊－犞狊，（犵１（狆狊，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊）））ｄ狑狊≤

（犃２θ
２
２＋３犿＋３θ１＋２犔

２
＋１）∫

狋

０
狘狆狊－犞狊狘

２ｄ狊＋

（犿＋３θ１）∫
狋

０
狘犞狊－犣狊狘

２ｄ狊＋２犔∫
狋

０
‖狆狊－犣狊‖狘狆狊－犞狊狘ｄ狊＋

∫
狋

０

［犳１（犞狊，狏（狊））－犳１（犣狊，珔狏（狊））］
２ｄ狊＋２∫

狋

０
‖犵１（犞狊，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊））‖

２

２
ｄ狊＋

２∫
狋

０

（狆狊－犞狊，犵１（狆狊，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊）））ｄ狑狊．

　　注１　〈狆狊，
（狆狊）

狉
〉＝－∫

犃
０狆狊犱狉（狆狊）＝

１

２
∫
犃
０β
２（狉，狊）ｄ狊∫

犃
０狆

２
狊犱狉≤

１

２
犃２θ

２
２｜狆狊｜．

因此，对于狋∈［０，犜］，有

犈 ｓｕｐ
狋∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘
２
≤

（犃２θ
２
２＋３犿＋３θ１＋２犔

２
＋１）∫

狋

０
犈 ｓｕｐ
狋∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘
２ｄ狊＋

（犿＋θ１）犈∫
狋

０
狘犞狊－犣狊狘

２ｄ狊＋∫
狋

０
‖犵１（犞狊，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊））‖

２

２
ｄ狊＋

∫
狋

０

［犳１（犞狊，狏（狊））－犳１（犣狊，珔狏（狊））］
２ｄ狊＋

２犈 ｓｕｐ
狋∈［０，犜］∫

狋

０

（狆狊－犞狊，（犵１（狆狊，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊）））ｄ狑狊≤

（犃２θ
２
２＋３犿＋３θ１＋２犔

２
＋１）∫

狋

０
犈 ｓｕｐ
狋∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘
２ｄ狊＋犮３（犿＋θ１＋犔）犺×

（犮４＋犮５）犺＋狅（犺）＋２∫
狋

０
犈ｓｕｐ
狊∈［０，狋］

（狆狊－犞狊，（犵１（狆，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊）））ｄ狑狊． （１３）

　　由Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ?Ｄａｖｉｓ?Ｇｕｎｄｙ不等式可得

犈 ｓｕｐ
狋∈［０，犜］∫

狋

０

（狆狊－犞狊，（犵１（狆狊，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊）））ｄ狑狊≤

τ１犈［ｓｕｐ
狊∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘（∫
狋

０
‖犵１（狆狊，狏（狊））－犵１（犣狊，珔狏（狊））‖

２

２
ｄ狊）１

／２］≤

１

４
犈［ｓｕｐ

狊∈［０，犜］
狘狆狊－犞狊狘

２］＋［τ２∫
狋

０
犈‖狆狊－犞狊‖

２
犮ｄ狊＋τ２犮５犺＋狅（犺）］． （１４）

式（１３）中：τ１，τ２ 是两个正常数．将式（１３）代入式（１２）可得

犈 ｓｕｐ
狊∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘
２
≤（犃

２
θ
２
２＋３犿＋３θ１＋２犔

２
＋１＋２τ２）×
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∫
狋

０
犈 ｓｕｐ
狉∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘
２ｄ狊＋［犮３（犿＋θ１＋犔）＋犮４＋犮５＋τ２犮５］犺＋

狅（犺）＋
１

２
犈［ｓｕｐ

狊∈［０，犜］
狘狆狊－犞狊狘

２
≤犙１犺＋犙２∫

狋

０
犈 ｓｕｐ
狉∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘
２ｄ狊，

其中：犙１＝２犜犮３（犿＋θ１＋犔）；犙２＝２（犃
２
θ
２
２＋３犿＋３θ１＋２犔

２＋１＋２τ２）．

运用Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理可以得到

犈 ｓｕｐ
狊∈［０，犜］

狘狆狊－犞狊狘
２
≤犮６犺，

其中：犮６＝犙１ｅｘｐ（犙２犜）．

定理３　若假设条件Ａ１）～Ａ５）成立，则方程（１）的Ｅｕｌｅｒ数值解是在均方意义下指数稳定．证明方

法与文献［６］类似．

４　结束语

利用文献［３，６］的方法，讨论带 Ｍａｒｋｏｖ跳的随机收获系统的数值解稳定性问题，得到了在外界环

境对系统产生影响的条件下，数值解稳定性存在的充分条件，所得到的结论是文献［８］的扩展．
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