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摘要：　基于环分解并结合分圆类方法，构造两类参数为（狆狇，狇，狆犽犳，犽犳，犽犳）（狇＝犲犳＋１为素数幂）和

（犽
（犽＋１）

犲
，犽，＋１，犲，犲）的差集偶，推广了李建周等的研究结果．
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在信号设计领域中，研究者成功地设计了许多类具有循环自相关和互相关特性地阵列，同时又具有

良好循环自相关特性最佳离散信号阵列、阵列族，而这些阵列、阵列族往往与一些区组设计具有等价关

系．赵晓群等
［１］提出一类新的最佳信号———最佳二进阵列偶．为了给基于偶的最佳信号设计提供有效的

数学工具，许成谦［２］提出了一类新的区组设计———差集偶，并证明了最佳二进阵列偶与一类特殊的差集

偶是等价的，为应用差集偶这种新的区组设计方法研究最佳二进阵列偶提供了理论依据．基于差集偶理

论设计出的新扩频通信地址码，将使扩频通信系统的设计有更广泛的地址码选择范围．基于差集偶的研

究背景，构造具有一定参数的差集偶就很有必要．黄丹芸
［３］利用狆狇分圆法构造了差集偶；李建周等

［４］

基于分圆类方法给出差集偶的构造．本文利用分圆类并结合环分解的方法给出两类差集偶的构造，推广

了文［５］的结果．

１　定义及性质

定义１
［２］
　设犣狀＝｛０，１，…，狀－１｝是模狀剩余类加群．犝 和犞 是犣狀 中的两个子集，｜犝｜＝犽１，｜犞｜＝

犽２，｜犝∩犞｜＝犲．

若犣狀 中的任意非零元在差表｛狌－狏｜狌≠狏，狌∈犝，狏∈犞｝中恰好出现犾次，则称（犝，犞）为犣狀 上的（狀，

犽１，犽２，犲，犾）的差集偶（ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｅｔｐａｉｒｓ），记作ＤＳＰ（狀，犽１，犽２，犲，犾）．

（犝，犞）构成ＤＳＰ（狀，犽１，犽２，犲，犾）等价于对任意非零元狉∈犣狀，方程狓－狔＝狉（ｍｏｄ狀）恰有犾个解（狓，

狔），其中狓∈犝，狔∈犞．

显然，若存在ＤＳＰ（狀，犽１，犽２，犲，犾），则以下必要条件

犽１犽２－犲＝犾（狀－１）

成立．

例１　在犣５ 中，犝＝｛０，１｝，犞＝｛２，４｝构成ＤＳＰ（５，２，２，０，１）．

定义２
［５］
　设狇＝犲犳＋１是一个奇素数，犉狇 为狇阶有限域．犉


狇 ＝犉狇／｛０｝．又设ω为犉狇 的本原元，ε＝

ω
犲．令

犎犲犻 ＝ ｛ω
犻，ω

犻
ε，ω

犻
ε
２，…，ω

犻
ε犳

－１｝，　　０≤犻≤犲－１，
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则称犎犲犻，犎
犲
１，…，犎

犲
犲－１为犲次分圆类（ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓｅｓ）．

定义３
［５］
　设狇＝犲犳＋１是一个奇素数，对０≤犻，犼≤犲－１，令

（犻，犼）犲 ＝狘｛（狓，狔）狘狓∈犎
犲
犻，狔∈犎

犲
犼，狓＋１＝狔｝狘，

或等价于

（犻，犼）犲 ＝狘（犎
犲
犻＋１）∩犎

犲
犼狘．

　　（犻，犼）犲称为犲阶分圆数（ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒ）．当无需指明犲时，也常将 （犻，犼）犲简记为（犻，犼）．

引理１
［５］
　设犵∈犎

犲
犽，则方程

狓＋犵≡狔，

狓∈犎
犲
犻，

狔∈犎

烍

烌

烎犲
犼

的解的个数为（犻－犽，犼－犽）．

引理２
［５］
　分圆数有如下５点性质：

１）（犻′，犼′）＝（犻，犼），其中犻′≡犻（ｍｏｄ犲），犼′≡犼（ｍｏｄ犲）；

２）（犻，犼）＝（犲－犻，犼－犻）；

３）（犻，犼）＝

（犼，犻），　　　　　　若２｜犳，

（犼＋
犲
２
，犻＋
犲
２
），　　若２犳

烅

烄

烆
；

４）∑
犲－１

犼＝０

（犻，犼）＝
犳－１，　　犻＝０且２狘犳或犻＝

犲
２
且２犳，

　犳，　 　 其他
烅

烄

烆 ；

５）∑
犲－１

犻＝０

（犻，犼）＝
犳－１，　 　犼＝０，

犳，　　　　犼≠｛ ０．

定义４
［２］
　设犣狀＝｛０，１，…，狀－１｝是模狀剩余类加群．犝＝｛狌１，狌２，…，狌犽｝是犣狀 的犽元子集，则犝

的平移、采样和伴随分别为

１）犝＋狋＝｛狌１＋狋，狌２＋狋，…，狌犽＋狋｝；

２）狇犝＝｛狇狌１，狇狌２，…，狇狌犽｝，（狇，狏）＝１；

３）犝＝｛狀－狌１，狀－狌２，…，狀－狌犽｝．

引理３
［２］
　设犣狀＝｛０，１，…，狀－１｝是模狀剩余类加群，（犝，犠）是犣狀 上的一个ＤＳＰ（狀，犽１，犽２，犲，犾），

则有

１）（犝＋狋，犞＋狋），（狇犝，狇犠）为犣狀 上的一个ＤＳＰ（狀，犽１，犽２，犲，犾），（狇，狏）＝１；

２）（珡犝，犠）为犣狀 上的一个ＤＳＰ（狀，狀－犽１，犽２，犽２－犲，犽２－犾）；

３）（犝，珨犠）为犣狀 上的一个ＤＳＰ（狀，犽１，犽２，犽１－犲，犽１－犾）；

４）（珡犝，珨犠）为犣狀 上的一个ＤＳＰ（狀，狀－犽１，狀－犽２，狀－犽１－犽２＋犲，狀－犽１－犽２＋犾）．

２　新的差集偶的构造

定理１　设狇＝犲犳＋１为素数幂，犉狇 为狇阶有限域．犉

狇 ＝犉狇／｛０｝．又设ω为犉狇 的本原元，犎

犲
犻 为犉狇

的犲阶分圆类，狆为整数，且（狆，狇）＝１．

定义：

犝 ＝｛（０，０）∪ ｛犾｝×犎
犲
０ ∪ ｛犾｝×犎

犲
１ ∪ … ∪ ｛犾｝×犎

犲
犲－１｝，

犞 ＝｛｛０，０｝×犎
犲
犼，０ ∪ ｛０｝×犎

犲
犼，１ ∪ … ∪ ｛０｝×犎

犲
犼，犽－１ ∪ ｛１｝×

犎犲犼，０ ∪ ｛１｝×犎
犲
犼，１ ∪ … ∪ ｛１｝×犎

犲
犼，犽－１ ∪ … ∪ ｛狆－１｝×

犎犲犼，０ ∪ ｛狆－１｝×犎
犲
犼，１ ∪ … ∪ ｛狆－１｝×犎

犲
犼，犽－１｝．

其中：犾∈犣狆，犼０，犼１，…，犼犽－１∈｛０，１，…，犲－１｝，则（犝，犞）构成犣狆×犣狇 上的一个ＤＳＰ（狆狇，狇，狆犽犳，犽犳，犽犳）．

证明　容易验证｜犝｜＝犲犳＋１＝狇，｜犞｜＝狆犽犳，｜犝∩犞｜＝犽犳．

由（狆，狇）＝１及中国剩余定理
［６］可得犣狆狇犣狆×犣狇．
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　　下证（犝，犞）构成犣狆×犣狇 上的一个ＤＳＰ（狆狇，狇，狆犽犳，犽犳，犽犳）．

对于任意犵∈犣狆×犣狇／（０，０），要证（犝，犞）构成犣狆×犣狇 上的一个ＤＳＰ（狆狇，狇，狆犽犳，犽犳，犽犳），只需证方

程狓＋犵≡狔（ｍｏｄ狆狇）恰有犽犳个解对（狓，狔）∈（犝，犞），相当于只需证明Δ＝｜（犝＋犵）∩犞｜＝犽犳即可．记

Δ０，狓 ＝狘（０，０）＋犵∩ ｛狓｝×犎
犲
犼，０狘＋狘（０，０）＋

犵∩ ｛狓｝×犎
犲
犼，１狘＋…＋狘（０，０）＋犵∩ ｛狓｝×犎

犲
犼，犽－１狘，

Δ狔，狕 ＝狘｛犾｝×犎
犲
０＋犵∩ ｛狔－１｝×犎

犲
犼狕狘＋

狘｛犾｝×犎
犲
１＋犵∩ ｛狔－１｝×犎

犲
犼狕狘＋…＋狘｛犾｝×犎

犲
犲－１＋犵∩ ｛狔－１｝×犎

犲
犼狕狘．

因此有

Δ＝狘（犝＋犵）∩犞狘＝∑
狆－１

狓＝０
∑
狆

狔＝１
∑
犽－１

狕＝０

（Δ０，狓＋Δ狔，狕）．

其中：０≤狓≤狆－１；１≤狔≤狆；０≤狕≤犽－１．

　　 下证Δ＝狘（犝＋犵）∩犞狘＝∑
狆－１

狓＝０
∑
狆

狔＝１
∑
犽－１

狕＝０

（Δ０，狓＋Δ狔，狕）＝犽犳．以下分两种情况讨论：

情形１　当犵∈｛犪｝×犎
犲
犽（０≤犪≤狆－１，０≤犽≤犲－１）时，有

Δ（犾－犪＋１）犼狕 ＝狘｛犾｝×犎
犲
０＋犵∩ ｛犾－犪｝×犎

犲
犼狕狘＋狘｛犾｝×犎

犲
１＋

犵∩ ｛犾－犪｝×犎
犲
犼狕狘＋…＋狘｛犾｝×犎

犲
犲－１＋犵∩ ｛犾－犪｝×犎

犲
犼狕狘＝

∑
犲－１

犻＝０

（犻－犽，犼狕－犽）＝
犳－１，　 　犼狕 ＝犽，

　犳，　　　犼狕 ≠犽
｛ ；

　　ⅰ）当犼狕＝犽时，由于在Δ０，狓中除了｜（０，０）＋犵∩｛犪｝×犎
犲
犽｜＝１（即Δ０，狓＝１）之外，其余Δ０，狓＝０（狓≠

犪），因此有

Δ＝∑
狆－１

狓＝０
∑
狆

狔＝１
∑
犽－１

狕＝０

（Δ０，狓＋Δ狔，狕）＝Δ０，犪∑
犽－１

狕＝０

Δ（犾－犪＋１）犼狕 ＝１＋犽犳－１＝犽犳．

　　ⅱ）当犼狕≠犽时，由于所有Δ０，狓＝０，因此有

Δ＝∑
狆－１

狓＝０
∑
狆

狔＝１
∑
犽－１

狕＝０

（Δ０，狓＋Δ狔，狕）＝∑
犽－１

狕＝０

Δ（犾－犪＋１）犼狕 ＝犽犳．

　　情形２　当犵＝（犪，０）（０≤犪≤狆－１）时，由于所有Δ０，狓＝０，而在Δ狔，狕中，除｜｛犾｝×犎
犲
犻＋犵∩｛犾＋犪｝×

犎犲犻｜＝犳（即Δ（犾＋犪＋１）犻＝犳），其余Δ狔，狕＝０．因此有

Δ＝∑
狆－１

狓＝０
∑
狆

狔＝１
∑
犽－１

狕＝０

（Δ０，狓＋Δ狔，狕）＝∑
犽－１

犻＝０

Δ（犾＋犪＋１）犻 ＝犽犳．

　　综上可得

Δ＝狘（犝＋犵）∩犞狘＝∑
狆－１

狓＝０
∑
狆

狔＝１
∑
犽－１

狕＝０

（Δ０，狓＋Δ狔，狕）＝犽犳．

　　所以，对于犵∈犣狆×犣狇／（０，０），方程狓＋犵≡狔（ｍｏｄ狆狇）的解的个数恰有犽犳个解对（狓，狔）∈（犝，犞）

从而 （犝，犞）构成犣狆×犣狇 上的一个ＤＳＰ（狆狇，狆，狆犽犳，犽犳，犽犳）．

例２　 当犲＝６，狆＝２，犽＝３，犳＝１时，有

犝 ＝｛（０，０）∪ ｛０｝×犎
６
０ ∪ ｛０｝×犎

６
１ ∪ … ∪ ｛０｝×犎

６
５｝＝ ｛１，２，５，７，９，１１，１３｝，

犞 ＝｛｛０｝×犎
６
０ ∪ ｛０｝×犎

６
１ ∪ ｛０｝×犎

６
２ ∪ ｛１｝×犎

６
０ ∪ ｛１｝×犎

６
１ ∪ ｛１｝×犎

６
２｝＝

｛９，１１，３，２，４，１０｝，

构成犣２×犣７ 中的ＤＳＰ（１４，７，６，３，３）．

定理２　对任意正整数犽，犲，当犽≥犲且犲｜犽（犽＋１）时，存在ＤＳＰ（
犽（犽＋１）

犲
，犽，＋１，犲，犲）．

证明　因犲｜犽（犽＋１），而ｇｃｄ（犲，犽＋１）＝１，则可设犲＝狆狇，且犽＝狆狆１，犽＋１＝狇狇１，其中ｇｃｄ（犲，犽）＝狆，

ｇｃｄ（犲，犽＋１）＝狇．则有狆≤狇１，狆１≥狇．如若不然，即狆＞狇１，犽＋１＝狇狇１＜狇狆＝犲，与假设条件犽≥犲矛盾．

同理可证狆１≥狇．又
犽（犽＋１）

犲
＝狆１狇１．

以下在犣狆１狇１中构造差集偶．
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由ｇｃｄ（狆１，狇１）＝１及中国剩余定理
［６］，可得环分解犣狆１狇１犣狆１×犣狇１．从而将犣狆１狇１转化为在犣狆１×犣狇１

中构造差集偶．

令犝＝犣狆１×｛１，２，…，狆｝，犞＝｛１，２，…，狇｝×犣狇１，容易计算｜犝∩犞｜＝狆狇＝犲．

要证在犣狆１狇１中（犝，犞）构成（狆１狇１，犽，犽＋１，犲，犲）的差集偶，只需证犪∈犣狆１狇１，方程犪≡狓－狔恰有犲个

解（狓，狔），狓∈犝，狔∈犖．

犪∈犣狆１狇１，犪＝（犪１，犪２），犪１∈犣狆１，犪２∈犣狆２，令狓犻，犼＝（犻＋犪１，犼），狔犻，犼＝（犻，犼－犪２），犻＝１，２，…，狇；犼＝１，

２，…，狆．则狓犻，犼∈犝，狔犻，犼∈犞，且（狓犻，犼，狔犻，犼）都满足方程狓－狔≡犪．即对犪∈犣狆１狇１方程狓－狔≡犪的解至少

有犲个．

又由于犽（犽＋１）＝犲狆１狇１，于是对犪∈犣狆１狇１方程狓－狔≡犪的解恰好有犲个．

证毕．

例３　 当犲＝２，犽＝５时，定理２中的狆＝１，狇＝２，狆１＝５，狇１＝３，则

犝 ＝犣５×｛１｝＝ ｛（０，１），（１，２，），（２，１），（３，１），（４，１）｝＝ ｛１０，１，７，１３，４｝，

犞 ＝ ｛１，２｝×犣３ ＝ ｛（１，０），（１，１），（１，２，），（２，０），（２，１），（２，２）｝＝ ｛６，１，１１，１２，７，２｝，

构成犣３×犣５ 中的ＤＳＰ｛１５，５，６，２，２）．
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