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弱紧集上的２?犚狅狋狌狀犱范数

罗正华

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　设犆是Ｂａｎａｃｈ空间（犡，‖·‖）弱紧凸子集，犘为犡 上等价范数的全体，证明犡在犆 上满足ｗｅａｋｌｙ

２?Ｒｏｔｕｎｄ（ｗ２Ｒ）性质的等价范数全体为犘的剩余集；当犆是可分时，上述 ｗ２Ｒ性质可替换为２Ｒ性质，推广

了罗正华的研究结论．

关键词：　Ｂａｎａｃｈ空间；弱紧集；２Ｒ范数；ｗ２Ｒ范数

中图分类号：　Ｏ１７７．２ 文献标志码：　Ａ

１　预备知识

由于弱紧集在Ｂａｎａｃｈ空间理论及其应用中的重要性，人们对弱紧集的研究已经持续了８０多年，并

取得许多重要的成果，如Ｊａｍｅｓ弱紧集特征定理，Ｅｂｅｒｌｅｉｎ?Ｓｍｕｌｉａｎ定理，Ｃｈｏｑｕｅｔ积分表示定理，Ｄａｖｉｓ

?Ｆｉｅｇｅｌ?Ｊｏｈｎｓｏｎ?Ｐｅｌｚｙｎｓｋｉ引理，Ｒａｉｎｗａｔｅｒ定理，Ｏｒｌｉｃｚ?Ｐｅｔｔｉｓ定理，Ｋｒｅｉｎ?Ｓｍｕｌｉａｎ定理，Ｋｒｅｉｎ?Ｍｉｌｍａｎ

定理，等等．而自反空间与弱紧集密切相关，其上的拓扑及再赋范性质的研究也引起了数学家们极大的

兴趣．寻找空间自反性的几何特征是其中一重要问题．这方面最著名的结果是一致凸Ｂａｎａｃｈ空间是自

反的［１?２］．同时，自反空间未必是可一致凸化的
［３］，这说明一致凸性是严格强于自反性的．于是，数学家

们努力去寻找能与自反性等价的几何性质．

利用 Ｍｉｌｍａｎ定义的２?Ｒｏｔｕｎｄ（２Ｒ）及弱２?Ｒｏｔｕｎｄ（ｗ２Ｒ）这两种几何性质
［４?７］，人们对这一问题作

出了完美的回答，即可分Ｂａｎａｃｈ空间犡 是自反的当且仅当犡 上存在等价的（２Ｒ）ｗ２Ｒ范数
［８?９］．文献

［１０］的研究还指出：自反空间等价的（２Ｒ）ｗ２Ｒ范数的全体构成了一个剩余集．为了从自反性到弱紧性，

程立新等［１１?１２］引入的２Ｒ（ｗ２Ｒ）范数的局部化定义，即设空间（犡，‖·‖）是Ｂａｎａｃｈ空间，犆犡 是非

空有界闭凸集，称‖·‖在犆上是２Ｒ（相应地，ｗ２Ｒ）的，如果序列｛狓狀｝犆满足

ｌｉｍ
犿→∞

ｌｉｍ
狀→∞
‖
狓犿＋狓狀
２

‖ ＝ｌｉｍ
狀→∞
‖狓狀‖，

则｛狓狀｝收敛（相应地，弱收敛），且证明了如下定理．

定理犃　Ｂａｎａｃｈ空间犡的有界闭凸子集（相应地，可分有界闭凸子集）犆是弱紧的当且仅当犡 上

存在等价的范数，其在犆上是ｗ２Ｒ（相应地，２Ｒ）的．

２　主要结果与证明

设（犡，‖·‖）是Ｂａｎａｃｈ空间，令犘＝｛狆∶狆是犡 上等价范数｝，定义犘上度量如下：

ρ（狆，狇）＝ｓｕｐ｛狘狆（狓）－狇（狓）狘∶‖狓‖ ≤１｝，　　狆，狇∈犘．

则（犘，ρ）是第二纲的度量空间
［９］．

定理１　设（犡，‖·‖）是Ｂａｎａｃｈ空间，犆犡是弱紧凸集，则：

ⅰ）在犆上满足ｗ２Ｒ性质的等价范数的全体在（犘，ρ）中是一个剩余集；
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　　ⅱ）当犆是可分时，犡在犆上满足２Ｒ性质的等价范数的全体在（犘，ρ）中是一个剩余集．

引理１　设（犡，‖·‖）是Ｂａｎａｃｈ空间，则序列｛狓狀｝犡满足

ｌｉｍ
犿→∞

ｌｉｍ
狀→∞
‖
狓犿＋狓狀
２

‖ ＝ｌｉｍ
狀→∞
‖狓狀‖，

当且仅当其满足

ｌｉｍ
犿，狀→∞

（２‖狓狀‖
２
＋２‖狓犿‖

２
－‖狓狀＋狓犿‖

２）＝０．

　　证明　一方面，其必要性是易见的．另一方面，设

ｌｉｍ
犿，狀→∞

（２‖狓狀‖
２
＋２‖狓犿‖

２
－‖狓狀＋狓犿‖

２）＝０，

由于有

２‖狓狀‖
２
＋２‖狓犿‖

２
－‖狓狀＋狓犿‖

２
≥２‖狓狀‖

２
＋２‖狓犿‖

２
－（‖狓狀‖＋‖狓犿‖）

２
＝

（‖狓狀‖－‖狓犿‖）
２．

所以有

（‖狓狀‖－‖狓犿‖）
２
→０，　　狀，犿→ ∞．

即｛‖狓狀‖｝是Ｃａｕｃｈｙ列，因此ｌｉｍ
狀→∞
‖狓狀‖存在，进而有

ｌｉｍ
犿→∞

ｌｉｍ
狀→∞
‖
狓犿＋狓狀
２

‖ ＝ｌｉｍ
狀→∞
‖狓狀‖．

证毕．

引理２　设（犡，‖·‖）是Ｂａｎａｃｈ空间，犆犡是非空有界闭凸集，则 ‖·‖在犆上是２Ｒ（相应地

狑２Ｒ）的，当且仅当如果序列｛狓狀｝犆满足：

ｌｉｍ
犿，狀→∞

（２‖狓狀‖
２
＋２‖狓犿‖

２
－‖狓狀＋狓犿‖

２）＝０，

则｛狓狀｝收敛（相应地，弱收敛）．

证明　由引理１即得．证毕．

定理１的证明　ⅰ）由定理Ａ可知，犡上存在等价的范数狉０，而狉０ 在犆上是ｗ２Ｒ的．对狆∈（犘，

ρ），犼∈犖，令

犌（狆，犼）＝ ｛狇∈ （犘，ρ）∶ｓｕｐ｛狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇

２（狓）狘∶‖狓‖ ≤１｝＜
１

犼
２
｝．

　　显然，狆
２＋
１

犼
狉槡
２
０∈犌（狆，犼），且犌（狆，犼）是开集．事实上，设狆∈犌（狆，犼），若狇′∈（犘，ρ），且ρ（狇，狇′）＜ε

（ε待定），则对‖狓‖≤１，有

狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇′

２（狓）狘≤狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇

２（狓）狘＋狘狇
２（狓）－狇′

２（狓）狘＝

狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇

２（狓）狘＋狘狇（狓）＋狇′（狓）狘×狘狇（狓）－狇′（狓）狘≤

狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇

２（狓）狘＋ε（２狇（狓）＋ε），

从而有

ｓｕｐ｛狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇′

２（狓）狘∶‖狓‖ ≤１｝≤

ｓｕｐ｛狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇

２（狓）狘∶‖狓‖ ≤１｝＋ｓｕｐ｛ε（２狇（狓）＋ε）∶‖狓‖ ≤１｝．

因为狇∈犌（狆，犼），即有

ｓｕｐ｛狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇

２（狓）狘∶‖狓‖ ≤１｝＜
１

犼
２
，

所以当ε充分小时，有

ｓｕｐ｛狘狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓）－狇′

２（狓）狘∶‖狓‖ ≤１｝＜
１

犼
２
，

即狇′∈犌（狆，犼），所以犌（狆，犼）是开集．
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对犽∈犖，令犌犽＝ ∪
狆∈（狆，ρ），犼≥犽

犌（狆，犼），则犌犽 是开集．

下面证明犌犽 是稠密的．

设狆∈（犘，ρ），则对犼≥犽，狆
２＋
１

犼
狉槡
２
０∈犌（狆，犼）犌犽，且

ρ（ 狆
２
＋
１

犼
狉槡
２
０，狆）＝ｓｕｐ｛ 狆

２（狓）＋
１

犼
狉２０（狓槡 ）－狆（狓）∶‖狓‖ ≤１｝＝

ｓｕｐ｛

１

犼
狉２０（狓）

狆
２（狓）＋

１

犼
狉２０（狓槡 ）＋狆（狓）

∶‖狓‖ ≤１｝≤

ｓｕｐ｛
１

槡犼
狉０（狓）∶‖狓‖ ≤１｝＝

１

槡犼
ｓｕｐ｛狉０（狓）∶‖狓‖ ≤１｝→０，　　犼→ ∞．

即：狆∈珚犌犽．所以犌犽 是稠密的．

令犌＝∩
犽∈犖
犌犽．由（犘，ρ）的第二纲性知：犌是稠密的犌δ 集．记犡在犆 上满足ｗ２Ｒ性质的等价范数

的全体为犎．下面再证犌犎．

设狆０∈犌，又假设序列｛狓狀｝犆满足

２狆
２
０（狓狀）＋２狆

２
０（狓犿）－狆

２
０（狓狀＋狓犿）→０，　　狀，犿→ ∞．

不妨设犆犅（‖·‖，１／２），因为狆０∈犌，所以对每个犽∈犖，存在狆犽∈（犘，ρ）及犼犽＞犽，ｓ．ｔ．，则有

ｓｕｐ｛狘狆
２
犽（狔）＋

１

犼犽
狉２０（狔）－狆

２
０（狔）狘∶‖狔‖ ≤１｝＜

１

犼
２
犽

．

注意到

２狆
２
犽（狓狀）＋２狆

２
犽（狓犿）－狆

２
犽（狓狀＋狓犿）≥ （狆犽（狓犿）－狆犽（狓狀））

２
≥０，

则有

１

犼犽
［２狉２０（狓狀）＋２狉

２
０（狓犿）－狉

２
０（狓狀＋狓犿）］≤

１

犼犽
［２狉２０（狓狀）＋２狉

２
０（狓犿）－狉

２
０（狓狀＋狓犿）］＋

２狆
２
犽（狓狀）＋２狆

２
犽（狓犿）－２狆

２
犽（狓狀＋狓犿）＝

２［狆
２
犽（狓狀）＋

１

犼犽
狉２０（狓狀）］＋２［狆

２
犽（狓犿）＋

１

犼犽
狉２０（狓犿）］－

［狆
２
犽（狓狀＋狓犿）＋

１

犼犽
狉２０（狓狀＋狓犿）］≤

２［
１

犼
２
犽

＋狆
２
０（狓狀）］＋２［

１

犼
２
犽

＋狆
２
０（狓犿）］－［狆

２
０（狓狀＋狓犿）－

１

犼
２
犽

］＝

５

犼
２
犽

＋２狆
２
０（狓狀）＋２狆

２
０（狓犿）－狆

２
０（狓狀＋狓犿）．

所以有

ｌｉｍｓｕｐ
狀，犿→∞

１

犼犽
［２狉２０（狓狀）＋２狉

２
０（狓犿）－狉

２
０（狓狀＋狓犿）］≤

５

犼
２
犽

．

进而可得

ｌｉｍｓｕｐ
狀，犿→∞

［２狉２０（狓狀）＋２狉
２
０（狓犿）－狉

２
０（狓狀＋狓犿）］≤

５

犼犽
≤
５

犽
，　　犽∈犖．

所以有

ｌｉｍｓｕｐ
狀，犿→∞

［２狉２０（狓狀）＋２狉
２
０（狓犿）－狉

２
０（狓狀＋狓犿）］＝０．

即有

ｌｉｍ
狀，犿→∞

［２狉２０（狓狀）＋２狉
２
０（狓犿）－狉

２
０（狓狀＋狓犿）］＝０．

　　由狉０ 在犆上是ｗ２Ｒ的可知，｛狓狀｝弱收敛，所以狆０ 在犆上也是ｗ２Ｒ的，即狆０∈犎，从而犌犎，所

９５３第３期　　　　　　　　　　　　　　　　罗正华：弱紧集上的２?Ｒｏｔｕｎｄ范数



以犎 是剩余集．

ⅱ）由定理Ａ可知，犡上存在等价范数狉０，而狉０ 在犆上是２Ｒ的．其他证明与ⅰ）的证明类似，只

需将证明ⅰ）中的ｗ２Ｒ和弱收敛相应地改为２Ｒ和收敛即可．

定理１证毕．
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［７］　ＤＥＶＩＬＬＥＲ，ＧＯＤＥＦＲＯＹＧ，ＺＩＺＬＥＲＶ．ＳｍｏｏｔｈｎｅｓｓａｎｄｒｅｎｏｒｍｉｎｇｓｉｎＢａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＪｏｈｎＷｉ

ｌｅｙ＆ＳｏｎｓＩｎｃ，１９９３．

［８］　ＨＡＪＥＫＰ，ＪＯＨＡＮＩＳＭ．Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｒｅｆｌｅｘｉｖｉｔｙｂｙｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｒｅｎｏｒｍｉｎｇ［Ｊ］．ＪＦｕｎｃｔＡｎａｌ，２００４，２１１（１）：

１６３?１７２．

［９］　ＯＤＥＬＬＥ，ＳＣＨＬＵＭＰＲＥＣＨＴＴ．ＡｓｙｍｐｔｏｔｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＢａｎａｃｈｓｐａｃｅｓｕｎｄｅｒｒｅｎｏｒｍｉｎｇｓ［Ｊ］．ＪＡｍｅｒＭａｔｈＳｏｃ，

１９９８，１１（１）：１７５?１８８．

［１０］　罗正华．关于２Ｒ（ｗ２Ｒ）范数的一个注记［Ｊ］．数学研究，２０１０，４３（４）：３８７?３９２．

［１１］　ＣＨＥＮＧＬｉ?ｘｉｎ，ＣＨＥＮＧＱｉｎｇ?ｊｉｎ，ＬＵＯＺｈｅｎｇ?ｈｕａ．ＯｎｓｏｍｅｎｅｗｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆｗｅａｋｌｙｃｏｍａｐｃｔｓｅｔｓｉｎＢａ

ｎａｃｈｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＳｔｕｄｉａＭａｔｈ，２０１０，２０１：１５５?１６６．

［１２］　ＣＨＥＮＧＬｉ?ｘｉｎ，ＣＨＥＮＧＱｉｎｇ?ｊｉｎ，ＬＵＯＺｈｅｎｇ?ｈｕａ，ｅｔａｌ．Ｅｖｅｒｙｗｅａｋｌｙｃｏｍｐａｃｔｃｏｎｖｅｘｓｅｔｃａｎｂｅｕｎｉｆｏｒｍｌｙｅｍ

ｂｅｄｄｅｄｉｎｔｏａｒｅｆｌｅｘｉｖｅｓｐａｃｅ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈＳｉｎ（ＥｎｇｌＳｅｒ），２００９，２５（７）：１１０９?１１１２．

２?犚狅狋狌狀犱犖狅狉犿狊狅狀狋犺犲犠犲犪犽犾狔犆狅犿犪狆犮狋犛犲狋狊

ＬＵＯＺｈｅｎｇ?ｈｕａ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｌｅｔ犆ｂｅａｗｅａｋｌｙｃｏｍｐａｃｔｃｏｎｖｅｘｓｕｂｓｅｔｏｆａＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ（犡，‖·‖）ａｎｄ犘ｂｅｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｎｏｒｍｓｏｎ犡，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔａｌｌｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｎｏｒｍｓｏｎ犡ｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｗｅａｋｌｙ２?Ｒｏｔｕｎｄ（ｗ２Ｒ）ｐｒｏｐｅｒｔｙｏｎ犆ｆｏｒｍ

ａｒｅｓｉｄｕａｌｓｅｔｏｆ犘．ＩｎＡｄｄｉｔｉｏｎ，ｉｆ犆ｉｓｓｅｐａｒａｂｌｅ，ｔｈｅａｂｏｖｅｗ２Ｒｐｒｏｐｅｒｔｙｃａｎｂｅｒｅｐｌａｃｅｄｂｙ２Ｒｐｒｏｐｅｒｔｙ．Ｔｈｉｓｒｅｓｕｌｔ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｔｈｅｏｎｅｍａｄｅｂｙＬＵＯＺｈｅｎｇ?ｈｕａ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　Ｂａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ；ｗｅａｋｌｙｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｓ；２Ｒｎｏｒｍｓ；ｗ２Ｒｎｏｒｍｓ
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