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摘要：　研究具有弱积分核的纯时滞单种群对数模型．通过适当的变换将系统转成无时滞二维定常系统，借助

Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ定理证得新系统的平衡点是全局稳定的．结果表明：具有弱积分核的纯时滞单种群对数模型的正

平衡点是无条件全局稳定的．
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１　预备知识

经典的单种群无穷时滞Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型可以表达为

ｄ狓（狋）

ｄ狋
＝狓（狋）［犪－犫狓（狋）－犮∫

狋

－∞
犽（狋－狊）狓（狊）ｄ狊］． （１）

式（１）中：狓（狋）为狋时刻的生物种群密度；犪，犫，犮均为正常数，且犪为内凛增长率；积分核犽连续且满足

∫
∞

０
犽（狊）ｄ狊＝１，且有∫

∞

０
狊犽（狊）ｄ狊＜＋∞ ．当犫≠０时，系统（１）称为非纯时滞情形，而当犫＝０时，系统（１）称

为纯时滞情形．对于非纯时滞情形，在条件犫＞犮下通过构造适当的Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函可以证得系统的正平

衡点是全局吸引的［１］；然而对于纯时滞情形，此时系统没有无时滞项来控制系统的动力学行为，时滞将

极大地影响系统的动力学行为．对这一情形，文献［２］针对具体的积分核，采用变换的手法将系统转化为

常微系统，进而探讨新系统的稳定性；文献［３］通过构造新的Ｌｙａｐｉｎｏｖ泛函，探得系统的正平衡点稳定

性的充分性条件．然而，并不是所有的单种群模型都能用Ｌｏｇｉｓｔｉｃ方程来刻画，文献［２，４］就发现在某

些情形下用如下对数模型来刻画种群增长更为符合实际，即

ｄ狓（狋）

ｄ狋
＝狓（狋）ｌｎ（

犓
狓（狋）

）． （２）

　　相对应于系统（１），文献［５］提出了无穷时滞对数种群模型

ｄ狓（狋）

ｄ狋
＝狓（狋）［犪－犫ｌｎ狓（狋）－犮∫

狋

－∞
犽（狋－狊）ｌｎ狓（狊）ｄ狊］． （３）

式（３）中：狓（狋）为狋时刻的生物种群密度；犪，犫，犮均为正常数，犪为内凛增长率；积分核犽连续且满足

∫
∞

０
犽（狊）ｄ狊＝１，且有∫

∞

０
狊犽（狊）ｄ狊＜＋∞ ．

对一般情形的积分核，通过构造适当的Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，文献［４］表明在条件犫＞犮下系统（３）的正

平衡点是全局吸引的．然而，对于犫＝０的纯时滞情形，即系统

ｄ狓（狋）

ｄ狋
＝狓（狋）［犪－犮∫

狋

－∞
犽（狋－狊）ｌｎ狓（狊）ｄ狊］ （４）

的正平衡点的稳定性问题，至今尚未有学者进行研究．

文中将在系统（４）的积分核是弱积分核的情形下研究其正平衡点的稳定性，即研究系统
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ｄ狓（狋）

ｄ狋
＝狓（狋）［犪－犮∫

狋

－∞
ｅｘｐ（－犱（狋－狊））ｌｎ狓（狊）ｄ狊］ （５）

的正平衡点的稳定性．其中：犪，犮都是正常数．

定理１　系统（５）的唯一正平衡点狓＝ｅｘｐ（犪犱／犮）是全局稳定的．

根据生态学含义，考虑系统（５）的初值问题为

狓（狊）＝（狊）＞０，　　狊∈ （－∞，０］，　　 ｓｕｐ
狊∈（－∞，０］

（狊）＜＋∞． （６）

式（６）中：（狊）是（－∞，０］上的连续函数．由泛函微分方程的基本理论可知：系统（５）～（６）的解在（０，

＋∞］存在且是正的，则称其为系统（５）的正解．

２　主要结果的证明

由狌＝ｌｎ狓，狏＝∫
狋

－∞
ｅｘｐ（－犱（狋－狊））ｌｎ狓（狊）ｄ狊，系统（５）变换为

ｄ狌（狋）

ｄ狋
＝犪－犮狏（狋）∶＝犉１（狌，狏），　　

ｄ狌（狋）

ｄ狋
＝狌（狋）－犱狏（狋）∶＝犉２（狌，狏）． （７）

　　经计算易知，系统（７）有唯一的正平衡点犘（狌，狏）
Ｔ＝（犪犱／犮，犪／犮）Ｔ．

引理１　系统（７）的任一正解是有界的．

证明　注意到（狌，狏）
Ｔ 满足方程犪－犮狏＝０，狌－犱狏＝０．代入系统（７），则有

ｄ狌（狋）

ｄ狋
＝－犮［狏（狋）－狏］，　　

ｄ狏（狋）

ｄ狋
＝ ［狌（狋）－狌］－犱［狏（狋）－狏］． （８）

构造函数犞（狋）＝
１

２
［狌（狋）－狌］２＋

犮
２
［狏（狋）－狏］２，计算犞（狋）沿着系统（８）的导数为

ｄ犞
ｄ狋
＝－犮（狌－狌）（狏－狏）＋犮（狏－狏）［（狌－狌）－犱（狏－狏）］＝－犮犱（狏－狏）

２
＜０．

由此可知函数犞（狋）是单调减少的，故犞（狋）＝
１

２
［狌（狋）－狌］２＋

犮
２
［狏（狋）－狏］２≤犞（０）＜＋∞，也即系统

（７）的任一正解是有界的．证毕．

定理１的证明：显然要证明系统（５）的正平衡点狓的全局稳定性，等价于证明系统（７）的正平衡点

（狌，狏）Ｔ 在犚２ 平面上是全局稳定的．注意到变换后系统的变分矩阵

犉１

狌
　　
犉１

狏

犉２

狌
　　
犉２



烄

烆

烌

烎狏

＝
０　　－１

１　　－（ ）犱．

于是，在犘（狌，狏）Ｔ 的特征方程为

λ 犮

－１ λ＋犱
＝λ

２
＋犱λ＋犮＝０． （９）

　　显然，方程（９）的两个特征根为λ１，２＝
－犱± 犱２－４槡 犮

２
．考虑到犮，犱均为正实数，说明方程（９）的两

个特征根或为两个具有负数，或为一对具有负实部的共轭复根，即正平衡点犘（狌，狏）Ｔ 是局部稳定

的．又注意到在犚２ 平面上恒有
犉１

狌
＋
犉２

狏
＝－犱＜０，于是由Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ?Ｄｕｌａｃ判别法知道系统在全平面

不存在极限环．注意到系统（８）只有一个平衡点犘（狌，狏）Ｔ，于是所有的轨线都将以犘（狌，狏）Ｔ 作为

极限集，也就是方程的平衡位置犘（狌，狏）Ｔ 在犚２ 平面上是全局稳定的．定理证毕．

３　数值模拟

考虑如下例子

ｄ狓（狋）

ｄ狋
＝狓（狋）［１－３∫

狋

－∞
ｅｘｐ（－４（狋－狊））ｌｎ狓（狊）ｄ狊］． （１０）

　　该例由于是纯时滞系统，系数不满足文献［５］的定理条件，其正平衡点的稳定性无法用文献［５］的
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相关结论加以判别．经过变换狌＝ｌｎ狓，狏＝∫
狋

－∞
ｅｘｐ（－４（狋－狊））ｌｎ狓（狊）ｄ狊，后系统（１０）等价于系统

ｄ狌（狋）

ｄ狋
＝１－３狏（狋），　　

ｄ狏（狋）

ｄ狋
＝狌（狋）－４狏（狋）． （１１）

　　显然，变换后的系统有唯一的平衡点（狌，狏）
Ｔ＝（４／３，１／３）Ｔ．定理表明，该平衡点是全局稳定的．

初值为（０．１，０．１）Ｔ，（１．１）Ｔ，（－２，３）Ｔ，（０．６，－１）Ｔ 和（－１，３）Ｔ 的解的狌（狋），狏（狋）的数值模拟也支持这

一结论，如图１所示．

（ａ）狌（狋） （ｂ）狏（狋）

图１　系统（１１）中不同初值解的分量模拟数值

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｓｙｓｔｅｍ（１１）ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
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