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广义犜犓犓代数的一类犅狅狊狅狀表示

李鸿萍

（华侨大学 数学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究对应于欧式空间中非格半格犛的Ｔｉｔｓ?Ｋａｎｔｏｒ?Ｋｏｅｃｈｅｒ（ＴＫＫ）李代数犵^（犜（犛））的泛中心扩张广

义ＴＫＫ代数犵^（犜（犛））的一类Ｂｏｓｏｎ场表示．首先将广义ＴＫＫ代数犵^（犜）的结构等式表示为一系列形式幂

级数等式，然后利用关于量子环面上犵犾狀 型李代数的顶点表示及由群代数与对称代数组成的Ｆｏｃｋ空间，构造

一组作用于Ｆｏｃｋ空间的顶点算子．最后，证明这些顶点算子在这Ｆｏｃｋ空间上给出了广义ＴＫＫ代数犵^（犜）

的一个Ｂｏｓｏｎ场顶点表示．

关键词：　ＴＫＫ代数；Ｂｏｓｏｎ场；Ｊｏｒｄａｎ代数；顶点算子表示；Ｆｏｃｋ空间
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假设犜（犛）是半格犛∈犚
狏（狏≥１）上的Ｊｏｒｄａｎ代数，犵（犜（犛））是利用Ｔｉｔｓ?Ｋａｎｔｏｒ?Ｋｏｅｃｈｅｒ方法

［１］，

且由Ｊｏｒｄａｎ代数犜（犛）构造出的李代数．因此，称犵（犜（犛））的泛中心扩张犵^（犜（犛））为ＴＫＫ代数，而称

犵^（犜（犛））＝^犵（犜（犛））犇为广义ＴＫＫ李代数．本文利用文献［２］中的构造方法，在文献［３］的基础上给

出广义ＴＫＫ代数的一类Ｂｏｓｏｎ场表示．

１　广义犜犓犓代数的的结构
［３４］

设犚２＝犚δ１＋犚δ２，其中δ１＝（１，０），δ２＝（０．１），δ３＝δ１＋δ２∈犚
２．如果犛是犚２ 中的半格，在同构意义

下犚２ 仅有唯一的非格半格，因此可以假设半格犛是犣２ 关于２犣２ 的一些陪集的并，亦可设犛＝犛０∪犛１∪

犛２∪犛３∈犚
２，其中犛０＝２犣δ１＋２犣δ２ 且犛犻＝犛０＋δ犻，犻＝１，２，３；σ犻＝犪犻δ１＋犫犻δ２，犻＝１，２．记σ１·σ２ 为σ１ 和σ２

在犚２ 的内积，即σ１·σ２＝犪１犪２＋犫１犫２，其中犪犻，犫犻∈犚．

设狓σ为对应于σ∈犛的记号，则有Ｊｏｒｄａｎ代数犜＝犜（犛）＝ 
σ∈犣

２
犜σ，其中犜σ＝犆狓σ，σ∈犣

２，显然，Ｊｏｒ

ｄａｎ代数犜（犛）为犣２?分次．

由文献［３］可知，ＴＫＫ代数犵^（犜（犛））是由元素狓±狓
σ，犺狓σ，〈狓δ１，狓ρ

－δ１〉和〈狓δ２，狓τ－δ２〉，σ∈犛，ρ∈

犛０∪犛１∪犛２∪犛３，τ∈犛０∪犛１，狓±，犺∈狊犾２（犆）张成的．因此，记

狔（σ）＝狔（犿，狀）：＝
狔狋

σ，　　　　 　σ∈犛０ ∪犛１ ∪犛２，

－ －槡 １狔狋
σ，　　σ∈犛３

烅
烄

烆 ，

β（σ）＝β（犿，狀）：＝

０，　　　　　　　　　　σ∈犛０，

２ －槡 １〈狓δ２，狓σ－δ２〉，　　　σ∈犛１，

－２ －槡 １〈狓δ１，狓σ－δ１〉，　　σ∈犛２，

２〈狓δ１，狓σ－δ１〉，　　　　　　σ∈犛３

烅

烄

烆 ，

犆犻（σ）＝犆犻（犿，狀）：＝
〈狓δ犻，狓σ－δ犻〉，　　σ∈犛０，

０，　　　　　　σ犛０
｛

烍

烌

烎．

（１）

上式中：犺∈狊犾２（犆），σ＝犿δ１＋狀δ２，犻＝１，２；犿，狀∈犣．
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　　利用记号（１）来定义下列关于狕的形式幂级数，其系数为犵^（犜（犛））中元素：

犆犻（狕，犿）＝∑
犼∈犣

犆犻（犼，犿）狕
－犼，

狓± （狕，犿）＝∑
犼∈犣

狓± （犼，犿）狕
－犼，

犺（狕，犿）＝∑
犼∈犣

犺（犼，犿）狕
－犼，

β（狕，犿）＝∑
犼∈犣
β（犼，犿）狕

－犼

烍

烌

烎．

（２）

式（２）中：犿∈犣，犻＝１，２．注意到：当犼δ１＋犿δ２犛０ 时，犆犻（犼，犿）＝０；而当犼δ１＋犿δ２∈犛０ 时，β（犼，犿）＝０．

设δ（狕）＝∑
犼∈犣

狕犼且（犇δ）＝∑
犼∈犣

犼狕
犼，由文献［３］可得如下结构等式．

命题１
［３］
　ＴＫＫ代数犵^（犜（犛））的李关系完全由下列形式幂级数等式决定．即

　　Ｒ１） ［狓＋ （狕１，２犿），狓－ （狕２，２狀）］＝犺（狕２，２犿＋２狀）δ（
狕２
狕１
）＋

２犆１（狕２，２犿＋２狀）（犇δ）（
狕２
狕１
）＋４犿犆２（狕２，２犿＋２狀）δ（

狕２
狕１
）， （３）

［狓＋ （狕１，２犿），狓－ （狕２，２狀－１）］＝
１

２
犺（狕２，２犿＋２狀－１）（δ（

狕２
狕１
）＋

δ（－
狕２
狕１
））＋

１

２β
（狕２，２犿＋２狀－１）（δ（

狕２
狕１
）－δ（－

狕２
狕１
））， （４）

［狓＋ （狕１，２犿＋１），狓－ （狕２，２狀）］＝
１

２
犺（狕２，２犿＋２狀＋１）（δ（

狕２
狕１
）＋

δ（－
狕２
狕１
））－

１

２β
（狕２，２犿＋２狀＋１）（δ（

狕２
狕１
）－δ（－

狕２
狕１
））， （５）

［狓＋ （狕１，２犿＋１），狓－ （狕２，２狀－１）］＝
１

２
犺（狕２，２犿＋２狀）＋

１

２
犺（－狕２，２犿＋２狀）＋（４犿＋２）犆２（狕２，２犿＋２狀）－

β（狕２，２犿＋２狀））（δ（－
狕２
狕１
）＋２犆２（狕２，２犿＋２狀）（犇δ）（－

狕２
狕１
）， （６）

［狓± （狕１，犿），狓± （狕２，２狀）］＝０． （７）

　　Ｒ２） ［犺（狕１，２犿），狓± （狕２，２狀）］＝２狓± （狕２，２犿＋２狀）δ（
狕２
狕１
）， （８）

［犺（狕１，２犿），狓± （狕２，２狀－１）］＝±狓± （狕２，２犿＋２狀－１）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （９）

［犺（狕１，２犿＋１），狓± （狕２，２狀）］＝±狓± （狕２，２犿＋２狀＋１）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （１０）

［犺（狕１，２犿＋１），狓± （狕２，２狀－１）］＝±（狓± （狕２，２犿＋２狀）＋（－狕２，２犿＋２狀））δ（－
狕２
狕１
）． （１１）

　　Ｒ３） ［β（狕１，２犿），狔（狕２，２狀）］＝０， （１２）

［β（狕１，２犿），狔（狕２，２狀－１）］＝狔（狕２，２犿＋２狀－１）（δ（
狕２
狕１
）－δ（－

狕２
狕１
））， （１３）

［β（狕１，２犿＋１），狔（狕２，２狀）］＝－狔（狕２，２犿＋２狀－１）（δ（
狕２
狕１
）－δ（－

狕２
狕１
））， （１４）

［β（狕１，２犿＋１），狔（狕２，２狀－１）］＝ （狔（－狕２，２犿＋２狀）－狔（狕２，２犿＋２狀）δ（－
狕２
狕１
）． （１５）

其中：狔∈狊犾２（犆）．

　　Ｒ４）［犺（狕１，２犿），犺（狕２，２狀）］＝４犆１（狕２，２犿＋２狀）（犇δ）（
狕２
狕１
）＋８犿犆２（狕２，２犿＋２狀）δ（

狕２
狕１
）， （１６）
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［犺（狕１，２犿），犺（狕２，２狀－１）］＝β（狕２，２犿＋２狀－１）（δ（
狕２
狕１
）－δ（－

狕２
狕１
））， （１７）

［犺（狕１，２犿＋１），犺（狕２，２狀－１）］＝ （（８犿＋４）犆２（狕２，２犿＋２狀）－

２β（狕２，２犿＋２狀））δ（－
狕２
狕１
）＋４犆１（狕２，２犿＋２狀）（犇δ）（－

狕２
狕１
）． （１８）

　　Ｒ５） ［β（狕１，２犿），β（狕２，２狀）］＝２犆１（狕２，２犿＋２狀）（（犇δ）（
狕２
狕１
）－

（犇δ）（－
狕２
狕１
））＋４犿犆２（狕２，２犿＋２狀）δ（

狕２
狕１
）－δ（－

狕２
狕１
）， （１９）

［β（狕１，２犿），β（狕２，２狀－１）］＝β（狕２，２犿＋２狀－１）（δ（
狕２
狕１
）－δ（－

狕２
狕１
））， （２０）

［β（狕１，２犿＋１），β（狕２，２狀－１）］＝４犆１（狕２，２犿＋２狀）（犇δ）（－
狕２
狕１
）＋

（（８犿＋４）犆２（狕２，２犿＋２狀）－２β（狕２，２犿＋２狀））δ（－
狕２
狕１
）． （２１）

　　Ｒ６） ［犆犻（狕１，２犿），^犵（犜（犛））］＝０，且犇狕犆１（狕，２狀）＝２狀犆２（狕，２狀）． （２２）

其中：犿，狀∈犣，犻＝１，２；犇狕＝狕


狕
．

将犵（犜（犛））的度导子犱犻（犻＝１，２）
［３］扩张到犵^（犜（犛）），则其外导子集合为｛狓σ犱犻｜σ∈犛０，犻＝１，２｝．记

犱（σ）＝犱（犿，狀）：＝
狓σ犱２，　　σ∈犛０，

０，　 　　σ犛０
｛ ．

（２３）

其中：σ＝犿δ１＋狀δ２，犿，狀∈犣．

设犇是由｛犱（犿，狀），犿，狀∈２犣｝为基元张成的向量空间．

定义１　称珟犵（犜（犛））＝^犵（犜（犛））犇为广义ＴＫＫ李代数，其李运算包含（Ｒ１）～（Ｒ６）及如下关系．

　　Ｒ７）

［犱（犻，犿），狓± （犼，狀）］＝狀狓± （犻＋犼，犿＋狀），

［犱（犻，犿），犺（犼，狀）］＝狀犺（犻＋犼，犿＋狀），

［犱（犻，犿），β（犼，狀）］＝狀β（犻＋犼，犿＋狀），

［犱（犻，犿），犆１（犼，狀）］＝狀犆１（犻＋犼，犿＋狀）

烅

烄

烆 ．

　　Ｒ８） ［犱（犻，犿），犆２（犼，狀）］＝ （犿＋狀）犆２（犻＋犼，犿＋狀）＋犻犆１（犻＋犼，犿＋狀），

　　Ｒ９） ［犱（犻，犿），犱（犼，狀）］＝ （狀＋犿）犱（犻＋犼，犿＋狀）－

犿狀犆１（犻＋犼，犿＋狀）－２犿犿犆２（犻＋犼，犿＋狀），

　　设犱（犿，狀）对应的形式幂级数犱（狕，狀）＝ ∑
犿∈２犣

犱（犿，狀）狕－犿，狀∈２犣．

定理１　广义ＴＫＫ李代数珟犵（犜（犛））的结构关系为满足式（３）～（２２）及以下李关系．即

［犱（狕１，２犿），狓± （狕２，２狀）］＝狀狓± （狕２，２犿＋２狀）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （２４）

［犱（狕１，２犿），狓± （狕２，２狀＋１）］＝
１

２
（２狀＋１）狓± （狕２，２犿＋２狀＋１）（δ（

狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （２５）

［犱（狕１，２犿），犺（狕２，２狀）］＝狀犺（狕２，２犿＋２狀）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （２６）

［犱（狕１，２犿），犺（狕２，２狀＋１）］＝
１

２
（２狀＋１）犺（狕２，２犿＋２狀＋１）（δ（

狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （２７）

［犱（狕１，２犿），β（狕２，２狀）］＝β（狕２，２犿＋２狀）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （２８）

［犱（狕１，２犿），β（狕２，２狀＋１）］＝
１

２
（２狀＋１）β（狕２，２犿＋２狀＋１）（δ（

狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （２９）

［犱（狕１，２犿），犆１（狕２，２狀）］＝狀犆１（狕２，２犿＋２狀）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））， （３０）
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［犱（狕１，２犿），犆２（狕２，２狀）］＝ （犿＋狀）犆２（狕２，２犿＋２狀）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））＋

１

２
犆１（狕２，２犿＋２狀）（（犇δ）（

狕２
狕１
）＋（犇δ）（－

狕２
狕１
））， （３１）

［犱（狕１，２犿），犱（狕２，２狀）］＝ （狀－犿）犱（狕２，２犿＋２狀）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））－

２犿狀犆１（狕２，２犿＋２狀）（（犇δ）（
狕２
狕１
）＋（犇δ）（－

狕２
狕１
））－

４犿犿犆２（狕２，２犿＋２狀）（δ（
狕２
狕１
）＋δ（－

狕２
狕１
））． （３２）

对犿，狀∈犣，犻＝１，２．其中犇狕＝狕


狕
．

证明：可利用形式幂级数的定义及定义１直接验证．

２　犉狅犮犽空间与主要定理

设ε１，ε２，犮，犱为不同符号，定义一个秩为４的格Γ０＝犣ε１犣ε２犣犮犣犱，并定义其非退化对称双线

性型（，）为

（ε犻，ε犼）＝δ犻，犼，　　（犮，犱）＝４，　　（ε犻，犮）＝ （ε犼，犱）＝ （犮，犮）＝ （犱，犱）＝０． （３３）

其中：犻，犼＝１，２．将（，）线性扩充到 犎∶＝犆犣Γ０，设ε犻（犿），犮（２犿），犱（２犿）分别为ε犻，犮，犱的线性对应，

犿∈犣．定义一个李代数犎＝ｓｐａｎ犆｛ε犻（犿），犮（２犿），犱（２犿），犮０｜犻＝１，２，犿∈犣｝，则李运算为

［ε犻（犿），ε犼（狀）］＝犿（ε犻，ε犼）δ犿＋狀，０犮０，　　［犮（２犿），犱（２狀）］＝２犿（犮，犱）δ犿＋狀，０犮０，

［ε犻（犿），犮（２狀）］＝ ［ε犻（犿），犱（２狀）］＝ ［犮（２犿），犱（２狀）］＝ ［犱（犿），犱（２狀）］＝０
｝． （３４）

其中：犮０ 是中心元，简记犮（２犿＋１）＝０＝犱（２犿＋１）．

设犎±＝ｓｐａｎ犆｛ε犻（犿），犮（２犿），犱（２犿），犮０｜犻＝１，２，犿∈犣±｝，则 犎^＝犎
＋＋犆犮０＋犎

－成为犎 的一个

Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ子代数．

设犛（犎－）为交换代数犎－的对称代数，设犆［Γ０］＝ 
α∈Γ０

犆ｅα 为扭的群代数，其基元为ｅα（α∈Γ０），

且ｅαｅβ＝τ（α，β）ｅ
α＋β，α，β∈Γ０，其中２?上循环τ∶Γ０×Γ０→｛±１｝定义如下：

τ（狓，狔）＝
－１，　　狓＝ε２，狔＝ε１，

　１，　　 其他｛ ．

其中：狓，狔∈｛ε１，ε２，犮，犱｝，则扩充到Γ０×Γ０ 定义为

τ（犿１ε１＋犿２ε２＋犿３犮＋犿４犱，狀１ε１＋狀２ε２＋狀３犮＋狀４犱）＝ （－１）
犿
２
，狀
１．

其中：犿犻，狀犻∈犣，犻＝１，２，３，４．

定义Ｆｏｃｋ空间为

犞 ＝犛（犎－）犆［Γ０］． （３５）

　　下面定义一些作用于Ｆｏｃｋ空间的算子：

α（犽）．狌ｅβ＝ （α（犽）狌）ｅβ，　 　　　犽∈犣－，

ε犻（犽）．狌ｅβ＝犽（


ε犻（－犽）
狌）ｅβ，　　犽∈犣＋，

犮（犽）．狌ｅβ＝犽（


ε犻（－犽）
狌）ｅβ，　 　犽∈２犣＋，

犱（犽）．狌ｅβ＝犽（


ε犻（－犽）
狌）ｅβ，　 　犽∈２犣＋，

　　　　α（０）．狌ｅβ＝ （α，β）狌ｅ
β；

　　　　　　犮０．狌ｅβ＝狌ｅβ；

　　　　ｅ
γ．狌ｅβ＝τ（γ，β）狌ｅ

γ＋β

烍

烌

烎．

（３６）

其中：α∈犎；γ，β∈Γ０，犻＝１，２；狌ｅ
β∈犞．
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对α∈Γ０，采用文献［５］中的记号，定义

α（狕）＝∑
犽∈犣

α（犽）狕－
犽
∈ （Ｅｎｄ犞）［［狕，狕

－１］］，

犈± （α，狕）＝ｅｘｐ（∑
犽∈犣

±

α（犽）

犽
狕－犽）∈ （Ｅｎｄ犞）［［狕，狕

－１］］．

另外，定义算子

狕α．狌ｅβ＝狕
α，β狌ｅβ，　　α，β∈Γ０，　狌ｅ

β∈犞． （３７）

则０≠犪∈犆，有犪α．狌ｅβ＝犪α
，β狌ｅβ．为方便，记犮０（狀）＝δ狀，０犮０．对α∈Γ０，β∈Γ１∶＝犣犮犣犱犣犮０，定

义顶点算子为

犡β（α，狕）＝犈
－ （－α，狕）β（狕）Ｅ

＋ （－α，狕）ｅα狕α狕
（α，α）／２． （３８）

其中：犡犮
０
（α，狕）展开成形式幂级数，犡犮

０
（α，狕）＝ ∑

犽∈犣＋（α，α）／２

狓犽（α）狕
－犽；狓犽（α）∈Ｅｎｄ犞，犽∈犣＋（α，α）／２．

从文献［６］中可知，若（α，α）＝１，算子｛狓犽（α），狓犽（－α）｜犽∈犣＋１／２｝生成一个Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数，其运算

关系为｛狓犽（α），狓犾（－α）｝＝δ犽，犾，｛狓犽（α），狓犾（α）｝＝０，｛狓犽（－α），狓犾（－α）｝＝０．其中：犽，犾∈犣＋１／２．

关于Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数的结构，定义正规序为

∶狓犽（ε犻）狓－犾（－ε犼）∶＝狓犽（ε犻）狓－犾（－ε犼）－δ犻，犼δ犽，犾，θ（犽）． （３９）

对犽，犾∈犣＋１／２，犻，犼＝１，２，若犽＜０，θ（犽）＝０；若犽＞１，θ（犽）＝１．于是，由文献［３］中的证明可以得到如

下一个引理．

引理１
［３］
　犻＝１，２，犪∈犆

×，有

∶犡犮
０
（ε犻，狕）犡犮

０
（－ε犼，犪狕）∶＝

τ（ε犻，ε犼）狕
１／２（犪狕）１

／２ｅ
（ε犻－ε犼

）
狕ε犻（犪狕）－ε犼犈－ （－ε犻，狕）×

　　　犈
－ （ε犼，犪狕）犈

＋ （－ε犻，狕）犈
＋ （ε犼，犪狕），　　犻≠犼，

ε犻（狕），　　　　　　　　　　　　 　　　　　犻＝犼，　犪＝１，

犪１
／２

１－犪
（犪－ε犻犈－ （－ε犻，狕）犈

－ （ε犼，犪狕）×

　　　犈
＋ （－ε犻，狕）犈

＋ （ε犼，犪狕）－１），　 　　　犻＝犼，　犪≠１

烅

烄

烆 ．

　　定义２　对犪∈犆
×，犻，犼＝１，２，定义

犡犻，犼（犪，狕）＝∶犡犮０（ε犻，狕）犡犮０（－ε犼，犪狕）∶，

则犡犻，犼（犪，狕）为作用在Ｆｏｃｋ空间犞＝犛（犎
－）犆［Γ０］上的顶点算子．

定理２　Ｆｏｃｋ空间犞＝犛（犎
－）犆［Γ０］通过顶点算子

　　　　　　　　　　犱（狕，２狀）┃→
１

４
犡犱（２狀犮，狕），

　　　　　　　　　　犆１（狕，２狀）┃→
１

２
犡犮

０
（２狀犮，狕），

　　　　　　　　　　犆２（狕，２狀）┃→
１

２
犡犮（２狀犮，狕），

　　　　　　　　狓＋ （狕，２狀）┃→犡１，２（１，狕）犡犮０（２狀犮，狕），

　　　　　　狓＋ （狕，２狀＋１）┃→犡１，２（－１，狕）犡犮０（（２狀＋１）犮，狕），

　　　　　　　　狓－ （狕，２狀）┃→犡１，２（１，狕）犡犮０（２狀犮，狕），

　　　　　　狓－ （狕，２狀＋１）┃→犡１，２（－１，狕）犡犮０（（２狀＋１）犮，狕），

　　　　　犺（狕，２狀）┃→ （犡１，１（１，狕）－犡２，２（１，狕））犡犮
０
（２狀犮，狕），

　　犺（狕，２狀＋１）┃→ （犡１，１（－１，狕）－犡２，２（－１，狕））犡犮
０
（（２狀＋１）犮，狕），

β（狕，２狀）┃→
１

２
（犡１，１（１，狕）－犡１，１（１，－狕）＋犡２，２（１，狕）－犡２，２（１，－狕））犡犮

０
（２狀犮，狕），

　　β（狕，２狀＋１）┃→ （犡１１（－１，狕）＋犡２，２（－１，狕）＋ －槡 １）犡犮
０
（（２狀＋１）犮，狕

烍

烌

烎），

（４０）

给出了广义ＴＫＫ代数的一类表示．其中：狀∈犣．

引理２
［５］
　设狕１，狕２ 为形式变量，犢（狕１，狕２）为系数属于某向量空间的形式幂级数．若在Ｆｒｅｎｋｅｌ?

９３２第２期　　　　　　　　　　　　　李鸿萍，等：广义ＴＫＫ代数的一类Ｂｏｓｏｎ表示



Ｌｅｐｏｗｓｋｙ?Ｍｅｕｒｍａｎ意义下极限ｌｉｍ
狕
１→狕２

犢（狕１，狕２）存在，记犇狕＝狕


狕
，则有

犢（狕１，狕２）δ（犪
狕１
狕２
）＝犢（犪狕２，狕２）δ（犪

狕２
狕１
），

犢（狕１，狕２）（犇δ）（犪
狕１
狕２
）＝犢（犪狕２，狕２）（犇δ）（犪

狕２
狕１
）＋（犇狕犢）（狕１，狕２）δ（犪

狕２
狕１
）．

其中：犪∈犆．

定理２的证明：只需证明顶点算子（４０）满足等式（３）～（２２）及等式（２４）～（３２）即可．其中等式（３）～

（２２）在文献［３］中已证，在这里不详细验证，可利用算子的定义、引理２及以下的简单结论验证．

设犃，犅为作用于某向量空间的线性算子，如果交换子［犃，犅］与犃，犅都可交换，则有

［犃，ｅ犅］＝ ［犃，犅］ｅ
犅，　　ｅ

犃ｅ犅 ＝ｅ
犅ｅ犃ｅ

［犃，犅］．

可参阅文献［３４］验证这些等式．
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