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珘ρ混合随机变量列犔狆 收敛性
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摘要：　设｛犡狀；狀≥１｝是珓ρ混合随机变量序列，｛犪狀，犽；１≤犽≤狀｝是实数阵列，利用矩不等式和截尾方法，研究

∑
狀

犽＝１

犪狀，犽犡犽 的犔狆 收敛性，所获的结论推广和改进了前人的相关结果．
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１　预备知识

设｛犡犻；犻∈犖｝是概率空间｛Ω，犅，犘｝上的随机变量序列，犉狊＝σ（犡犻；犻∈犛犖）为σ域，在犅中给定σ

域犉，犚，犔狆（犅）为所有犅可测且狆阶矩有限的随机变量全体，令

ρ（犉，犚）＝ｓｕｐ｛｜ｃｏｒｒ（犡，犢）狘；犡∈犔２（犉），犢 ∈犔２（犚）｝，

其中：ｃｏｒｒ（犡，犢）＝
犈（犡·犢）－犈（犡）犈（犢）

ｖａｒ犡·ｖａｒ槡 犢
为相关系数，犡，犢 为随机变量乘，犈为期望．对于犽≥０，文

献［１］引入的相关系数为

珓
ρ（犽）＝ｓｕｐ｛ρ（犉犛，犉犜）；有限子集犛，犜犖，且ｄｉｓｔ（犛，犜）≥犽｝． （１）

显然，０≤珓ρ（犽＋１）≤珓ρ（犽）≤１，且珓ρ（０）＝１．

定义１　设随机变量序列｛犡犻；犻∈犖｝，若存在犽∈犖，使珓ρ（犽）＜１，则称｛犡犻；犻∈犖｝是珓ρ混合序列．珓ρ
混合与通常的ρ混合有一定的类似，但并不相同，它们互不包含．事实上，在通常的ρ混合系数ρ（犽）中，

式（１）的犛，犜分别是［１，狀］和［狀＋犽，∞］中的子集；另外，珓ρ混合只要求存在某犽∈犖，使珓ρ（犽）＜１，在这

一点上要比ρ混合的要求ρ（狀）→０，狀→∞弱得多，因此，珓ρ混合是一类极为广泛的相依混合序列，对其进

行研究是很有价值的．

自文献［１］引入珓ρ混合的概念以来，已经引起许多学者的关注与兴趣，并取得了许多研究成果
［２?４］，

如文献［３］给出了珓ρ混合序列的一些强收敛性质；文献［４］中给出了珓ρ混合序列的重对数律．但是有关珓ρ
混合随机变量序列的平均收敛的研究并不多．本文利用珓ρ混合序列的矩不等式

［５］，并参考文献［６７］，

推广了珓ρ混合序列平均收敛．

定义２　称随机序列｛犡犽；犽≥１｝关于｛｜犪狀，犽｜；１≤犽≤狀，狀∈犖｝一致可积
［８］，若

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘犈狘犡犽狘犐（狘犡犽狘≥狓）＝０； （２）

则称随机序列｛犡犽；犽≥１｝关于｛｜犪狀，犽｜；１≤犽≤狀，狀∈犖｝阶一致可积，若

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犡犽狘

狆犐（狘犡犽狘≥狓）＝０． （３）

式（３）的相关条件为

　收稿日期：　２０１１１０１９

　通信作者：　吴群英（１９６１），女，教授，主要从事概率统计的研究．Ｅｍａｉｌ：ｗｑｙ６６６＠ｇｌｉｔｅ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　基金项目：　国家自然科学基金资助项目（１１０６１０１２）；广西自然科学基金资助项目（２０１０ＧＸＮＳＦＡ０１３１２０）；广西研究

生教育创新计划资助项目（２０１０１０５９６０２０２Ｍ３２）



犈狘犡犽狘
狆犐（狘犡犽狘≥狓）＝ （∫

狓
狆

０
＋∫

∞

狓
狆
）犘（狘犡犽狘狆犐（狘犡犽狘≥狓）＞狋）ｄ狋＝

∫
狓
狆

０
犘（狘犡犽狘≥狓）ｄ狋＋∫

∞

狓
狆
犘（狘犡犽狘狆 ＞狋）ｄ狋＝

狓狆犘（狘犡犽狘≥狓）＋∫
∞

狓
狆
犘（狘犡犽狘狆 ＞狋）ｄ狋．

由此可知，式（３）等价于

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆狓狆犈（狘犡犽狘≥狓）＝０， （４）

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆

∫
∞

狓
狆
犘（狘犡犽狘狆 ＞狋）ｄ狋＝０． （５）

２　基本引理

引理１
［５］
　设｛犡犽；犽≥１｝为珓ρ混合序列犈犡犻＝０，犈｜犡犻｜

狆＜∞，０＜狆≤２，则存在仅与狆有关的正常

数犮，使得对所有狀≥１，有

犈狘∑
狀

犽＝１

犡犻狘
狆
≤犮∑

狀

犽＝１

犈狘犡犻狘
狆． （６）

　　引理２
［６］
　设｛犡狀；狀≥１｝是珓ρ随机变量序列，｛｜犪狀，犽｜；１≤犽≤狀，狀∈犖｝是实数阵列，狆＞０，若式（４）

成立，且

犪狀 ＝ （ｍａｘ
１≤犽≤狀

狘犪狀，犽狘）
－１
→ ∞，　　狀→ ∞， （７）

则对β＞狆，有

ｌｉｍ
狓→∞∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘β犈狘犡犽狘β犐（狘犡犽狘≤犪狀）＝０． （８）

　　记犛狀 ∑
狀

犽＝１

犪狀，犽犡犽，犪
＋
狀，犽 ｍａｘ（犪狀，犽，０），犪

－
狀，犽 ｍａｘ（－犪狀，犽，０），一律以犮记与狀无关的常数．

３　主要结果与证明

定理　设｛犡狀；狀≥１｝是珓ρ混合随机变量序列，｛犪狀，犽；１≤犽≤狀，狀∈犖｝是实数阵列，当１＜狆＜２时，

式（３）和式（７）成立，则

（犛狀－犈犛狀）
犔
→
狆

０． （９）

　　证明　因为犪狀，犽＝犪
＋
狀，犽－犪

－
狀，犽，犛狀 ＝∑

狀

犽＝１

犪＋狀，犽犡犽－∑
狀

犽＝１

犪－狀，犽犡犽犛狀，１－犛狀，２，而犛狀，１与犛狀，２的犔狆收敛性

质完全类似，故只需讨论犛狀，１ 的情形即可．为讨论方便，不失一般性，设犪狀，犽 ＞０，１≤犽≤狀∈犖，对犡犽

截尾，１≤犽≤狀，记犢犽 ＝ 犡犽犐（狘犡犽狘＜犪狀），犣犽 ＝ 犡犽 －犢犽 ＝ 犡犽犐（狘犡犽狘≥犪狀），并记犜狀 ＝ ∑
狀

犽＝１

犪狀，犽犢犽，犝狀 ＝

∑
狀

犽＝１

犪狀，犽犣犽，则犛狀 ＝犝狀＋犜狀．

因为｜犛狀－犈犛狀｜＝｜犝狀－犈犝狀＋犜狀－犈犜狀｜≤｜犝狀－犈犝狀｜＋｜犜狀－犈犜狀｜犐１，狀－犐２，狀，所以要证式（９）

成立，只需证犐１，狀
犔
→
狆

０，犐２，狀
犔
→
狆

０．

由引理１，犆狉不等式和式（３），可得

犈狘犐１，狀狘
狆 ＝犈狘犝狀－犈犝狀狘

狆 ＝犈狘∑
狀

犽＝１

犪狀，犽（犣犽－犈犣犽）狘狆 ≤犮∑
狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犣犽狘

狆 ＝

犮∑
狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犡犽狘

狆犐（狘犡犽狘≥犪狀）≤犮ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犡犽狘

狆犐（狘犡犽狘≥犪狀）． （１０）

因ε＞０，故由式（３），即ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犡犽狘

狆犐（狘犡犽狘≥狓）＝０，犕 ＞０，使
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ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犡犽狘

狆犐（狘犡犽狘≥犕）＜ε． （１１）

又因为犪狀→∞，所以对上述找到的犕，犕，使当狀＞犖 时，有犪狀＞犕．因此，由式（１０）和式（１１）可得

犈狘犐１，狀狘
狆
≤犮ｓｕｐ

狀∈犖∑
狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犡犽狘

狆犐（狘犡犽狘≥犪狀）≤

犮ｓｕｐ
狀∈犖∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
狆犈狘犡犽狘

狆犐（狘犡犽狘≥犕）＜ε． （１２）

所以犈｜犐１，狀｜
狆→０，狀→∞，即犐１，狀

犔
→
狆

０．

以下证明犐２，狀
犔
→
狆

０．根据引理１，可得

犈犐２２，狀 ＝犈狘犜狀－犈犜狀狘
２
＝犈狘∑

狀

犽＝１

犪狀，犽（犢犽－犈犢犽）狘
２
≤

犮∑
狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
２犈犢２犽 ＝犮∑

狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
２犈犡２

犽犐（狘犡犽狘≥犪狀）．

再由引理２，１＜狆＜２，令β＝２，可得

∑
狀

犽＝１

狘犪狀，犽狘
２犈犡２

犽犐（狘犡犽狘＜犪狀）→０，　　狀→ ∞．

即犐２，狀
犔
→
狆

０，狀→∞．而狆＜２，所以犐２，狀
犔
→
狆

０，狀→∞．定理得证．
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