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一类二阶奇异微分方程三点积分边值问题的正解

林秋莲，王全义

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究一类带有积分边值的二阶奇异微分方程正解的存在性问题，应用锥不动点定理及一些分析技

巧，得到该边值问题正解存在性的一些新结果．
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常微分方程的多点边值问题起源于各种不同的应用数学问题，在物理学、化学工程、弹性力学等方

面都有着广泛的应用．对于二阶微分方程的三点边值问题，已有许多作者研究并取得一些成果
［１?８］．然

而，对于二阶微分方程的三点积分边值问题还很少有人研究过．对于二阶奇异微分方程边值问题

狓″（狋）＝－λ犺（狋）犳（狋，狓（狋）），　　狋∈ （０，１）， （１）

δ狓′（０）－狓（ξ）＝∫
１

０
狓（狊）ｄη１（狊），　　狓（１）＝∫

１

０
狓（狊）ｄη２（狊）． （２）

其中：λ＞０，δ≥ξ，ξ∈［０，１］；η１（狊），η２（狊）在［０，１］上是Ｒｉｅｍａｎｎ?Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ可积；犳∶［０，１］×（０，＋∞）→

［０，＋∞）是连续的；犺（狋）∶（０，１）→［０，＋∞）是连续的，犺（狋）在狋＝０，１和犳（狋，狓）在狓＝０处还可能奇异．

本文利用锥不动点定理及一些分析技巧，得到了边值问题（１），（２）正解的存在性的一些新结果．

１　预备知识及引理

设犡是Ｂａｎａｃｈ空间，犓犡是一个非空子集，且满足１）对任意的狌，狏∈犓 和实数α，β≥０，α狌＋β狏

∈犓 成立；２）若狌，－狌∈犓，则必有狌＝０．那么，称犓 是犡 中的一个锥．

引理１
［９］
　设犡是Ｂａｎａｃｈ空间，犓 是犡 中的一个锥．Ω１，Ω２ 是犡中的开集，０∈Ω１，珚Ω１Ω２，犜∶

犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犓 是全连续算子．若满足如下两个条件之一，则算子犜在犓∩（珚Ω２＼Ω１）中有不动点．

１）若狓∈犓∩Ω１，则‖犜狓‖≤‖狓‖；若狓∈犓∩Ω２，则‖犜狓‖≥‖狓‖．

２）若狓∈犓∩Ω１，则‖犜狓‖≥‖狓‖；若狓∈犓∩Ω２，则‖犜狓‖≤‖狓‖．

设犡＝｛狓｜狓∈犆［０，１］｝，取范数‖狓‖＝ｍａｘ
狋∈［０，１］

｜狓（狋）｜，则在此范数下犡是一个Ｂａｎａｃｈ空间．

定义犓＝｛狓｜狓∈犡，狓（狋）≥０，狓（狋）≥狋（１－狋）‖狓‖，狋∈［０，１］｝，易知犓 是犡 中的一个锥．对任意正

常数狉，犚，犚＞狉，记

犓狉 ＝ ｛狓∈犓∶‖狓‖ ＜狉｝，　　珡犓狉 ＝ ｛狓∈犓∶‖狓‖ ≤狉｝，

犓狉，犚 ＝ ｛狓∈犓∶狉＜ ‖狓‖ ＜犚｝，　　珡犓狉，犚 ＝ ｛狓∈犓∶狉≤ ‖狓‖ ≤犚｝．

　　假设下列条件成立，有

Ｈ１）η１（狋），η２（狋），［（δ－ξ）η２（狋）－η１（狋）］在［０，１］上是非减函数，且

∫
１

０
ｄη１（狊）＋∫

１

０
ｄη２（狊）＝∶犕′＜＋∞，　　∫

１

０
ｄη２（狊）＝∶犕 ＜１．

　　Ｈ２）犺∈犆（（０，１），［０，＋∞）），且在（０，１）的任一子区间上有
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犺（狋）０，　　∫
１

０
犺（狊）（１－狊）ｄ狊＝∶犕１ ＜＋∞．

　　Ｈ３）犳∈犆（［０，１］×（０，＋∞），［０，＋∞）），犳（狋，狓）０，且对任意的０＜狉＜犚＜＋∞，有

ｌｉｍ
狀→＋∞

ｓｕｐ
狓∈珡犓狉，犚∫犇（狀）

λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＝０，　　犇（狀）＝ ［０，１／狀］∪ ［狀－１／狀，１］．

　　引理２　对于犆（［０，１］×［０，１］，［０，１））的函数，有

犌（狋，狊）＝

１

ρ
（δ－ξ＋狋）（１－狊），　　０≤狋≤狊≤１，

１

ρ
（δ－ξ＋狊）（１－狋），　　０≤狊≤狋≤

烅

烄

烆
１．

（３）

式（３）中：ρ＝１＋δ－ξ≥１，有如下几点性质：

Ａ１）当０≤狋，狊≤１时，犌（狋，狊）≥０，而当０＜狋，狊＜１时，犌（狋，狊）＞０；

Ａ２）当０≤狋，狊≤１时，０≤犌（狋，狊）≤犌（狋，狋）≤１－狋，犌（狋，狊）≤犌（狊，狊）≤１－狊；

Ａ３）当０≤狋，狊≤１时，犌（狋，狊）≥狋（１－狋）·犌（狊，狊），犌（狋，狊）≥狊（１－狊）·犌（狋，狋）；

Ａ４）对任意给定的θ∈（０，１／２），当狋∈［θ，１－θ］，狊∈［０，１］时，有犌（狋，狊）≥θ（１－θ）·犌（狊，狊）．

　　引理证略．

现定义线性算子犃１∶犓→犡为

（犃１狓）（狋）＝
１

ρ
［（δ－ξ）∫

１

０
狓（狊）ｄη２（狊）－∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

狋

ρ
［∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］，　　狓∈犓． （４）

定义算子犃２∶犓＼｛θ｝→犡为

（犃２狓）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

１－狋

ρ∫
ξ

０

（ξ－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊，　　狓∈犓＼｛θ｝． （５）

式（５）中：ρ＝１＋δ－ξ，犌（狋，狊）由式（３）给出．易见在条件 Ｈ１）～Ｈ３）下，上述定义的算子犃１狓，犃２狓的右

边积分都是存在的．

引理３　在条件 Ｈ１）下，线性算子犃１∶犓→犓 是全连续算子．引理证略．

引理４　在Ｈ２），Ｈ３）条件下，算子犃２∶犓＼｛θ｝→犓 是全连续的．引理证略．

再定义算子犜∶犓＼｛θ｝→犓 为

（犜狓）（狋）＝ （犃１狓＋犃２狓）（狋）＝
１

ρ
［（δ－ξ）∫

１

０
狓（狊）ｄη２（狊）－∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

狋

ρ
［∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋∫

１

０
λ犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

１－狋

ρ∫
ξ

０

（ξ－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊，　　狓∈犓＼｛θ｝． （６）

由算子犜的定义和上述的引理３，４可知，犜∶犓＼｛θ｝→犓 是全连续算子．

引理５　假设条件Ｈ１）～Ｈ３）成立，如果狓＝狓（狋）是全连续算子犜∶犓＼｛θ｝→犓 的一个不动点，则狓

＝狓（狋）是积分边值问题 （１），（２）的一个正解．

证明　若狓＝狓（狋）是算子方程犜狓＝狓的解，则由式（６）可知

狓（狋）＝ （犜狓）（狋）＝
１

ρ
［（δ－ξ）∫

１

０
狓（狊）ｄη２（狊）－∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

狋

ρ
［∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋［

１－狋

ρ∫
狋

０

（δ－ξ＋狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

δ－ξ＋狋

ρ ∫
１

狋

（１－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊］＋
１－狋

ρ∫
ξ

０

（ξ－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊． （７）

在上式中，分别令狋＝ξ，１，则可得
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狓（ξ）＝
１

ρ
［（δ－ξ）∫

１

０
狓（狊）ｄη２（狊）－∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

ξ
ρ
［∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

［１－ξ
ρ∫

ξ

０

（δ－ξ＋狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋
δ

ρ∫
１

ξ

（１－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊］＋

１－ξ
ρ∫

ξ

０

（ξ－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＝
１

ρ
［δ∫

１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋（ξ－１）∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

δ（１－ξ）

ρ ∫
ξ

０
λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

δ

ρ∫
１

ξ

（１－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊， （８）

狓（１）＝∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）． （９）

又在式（７）两端对狋求导，可得

狓′（狋）＝
１

ρ
［∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋［

－１

ρ∫
狋

０

（δ－ξ＋狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

１

ρ∫
１

狋

（１－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊］＋
－１

ρ∫
ξ

０

（ξ－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊． （１０）

把狋＝０代入狓′（狋）可得

狓′（０）＝
１

ρ
［∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

１

ρ∫
１

０

（１－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

－１

ρ∫
ξ

０

（ξ－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＝
１

ρ
［∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
狓（狊）ｄη１（狊）］＋

１

ρ∫
１

ξ

（１－狊）λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋
１－ξ
ρ∫

ξ

０
λ犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊． （１１）

　　于是，由式（８），（１１）可得

δ狓′（０）－狓（ξ）＝∫
１

０
狓（狊）ｄη１（狊）． （１２）

由式（９），（１２）即可知式（２）的边值条件也成立．在式（１０）两端对狋求导，可得

狓″（狋）＝－λ犺（狋）犳（狋，狓（狋）），　　狋∈ （０，１）．

所以，狓＝狓（狋）是积分边值问题 （１），（２）的一个正解．引理５证毕．

２　主要结果及其证明

　　记犳
０＝ｌｉｍｓｕｐ

狓→０
＋
ｍａｘ

狋∈［０，１］

犳（狋，狓）

狓
，犳∞＝ｌｉｍｉｎｆ

狓→＋∞
ｍｉｎ

狋∈［θ，１－θ］

犳（狋，狓）

狓
，犳∞＝ｌｉｍｓｕｐ

狓→＋∞
ｍａｘ

狋∈［０，１］

犳（狋，狓）

狓
，犳０＝

ｌｉｍｉｎｆ
狓→０

＋
ｍｉｎ

狋∈［θ，１－θ］

犳（狋，狓）

狓
．

定理１　假设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，且条件

Ｈ４）０＜犳
０
＜＋∞，０＜犳∞＜＋∞，

４

犾犳∞
＜
１－犕

２犕１犳
０

成立，其中犾＝θ（１－θ）∫
１－θ

θ

（１－狊）犺（狊）ｄ狊＞０，θ∈（０，１／２）．那么，当λ∈（
４

犾犳∞
，１－犕
２犕１犳

０
）时，边值问题（１），

（２）至少有一个正解．

证明　对任意给定的λ∈（
４

犾犳∞
，１－犕
２犕１犳

０
），存在一个ε＞０，使得

犳∞ －ε＞０，　　
４

犾（犳∞ －ε）
≤λ≤

１－犕

２犕１（犳
０
＋ε）

．

　　由犳
０ 的定义可知，对上述的ε＞０存在一个正数狉，使得当０＜狓≤狉时，有

犳（狋，狓）≤ （犳
０
＋ε）·狓，　　狋∈ ［０，１］． （１３）

令Ω１＝｛狓∈犓∶‖狓‖≤狉｝，对任意的狓∈Ω１，‖狓‖＝狉，狋∈［０，１］，再由式（６），（１３）可得

狘（犜狓）（狋）狘≤∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

１－狋

ρ∫
１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≤
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犕‖狓‖＋２∫
１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≤犕‖狓‖＋２∫

１

０
λ（１－狊）犺（狊）（犳

０
＋ε）狓（狊）ｄ狊≤

犕‖狓‖＋２λ（犳
０
＋ε）∫

１

０

（１－狊）犺（狊）ｄ狊·‖狓‖ ≤犕‖狓‖＋
１－犕
犕１

·犕１‖狓‖ ＝ ‖狓‖ ＝狉．

所以，‖犜狓‖≤‖狓‖，狓∈Ω１，

再由犳∞的定义可知，对上述的ε＞０，存在一个足够大的犚０＞０，使得当狓≥犚０ 时，有

犳（狋，狓）≥ （犳∞ －ε）·狓，　　狋∈ ［θ，１－θ］． （１４）

　　取犚１＝ｍａｘ｛２狉，［θ（１－θ）］
－１犚０｝．令Ω２＝｛狓∈犓∶‖狓‖≤犚１｝，对任意的狓∈Ω２，‖狓‖＝犚１．于

是，当狋∈［θ，１－θ］时，狓（狋）≥θ·（１－θ）‖狓‖＝θ·（１－θ）犚１≥犚０．因此，由式（６）可得

（犜狓）（狋）＝ （犃１狓＋犃２狓）（狋）≥∫
１

０
λ犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥

狋（１－狋）∫
１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊．

故由式（１４）及上式可得

（犜狓）（
１

２
）≥

１

４∫
１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥

１

４∫
１－θ

θ
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥

１

４
λ∫

１－θ

θ

（１－狊）犺（狊）（犳∞ －ε）狓（狊）ｄ狊≥
１

４
λ（犳∞ －ε）θ（１－θ）‖狓‖∫

１－θ

θ

（１－狊）犺（狊）ｄ狊≥

１

４
λ犾·（犳∞ －ε）·‖狓‖ ≥ ‖狓‖ ＝犚１．

所以，‖犜狓‖≥‖狓‖，狓∈Ω２．

再由引理１可得，算子犜在犓∩（珚Ω２＼Ω１）中有不动点狓
．又因为狓（狋）≥狉狋（１－狋）＞０，狋∈（０，

１），所以狓是一个正解．又由引理５可知，边值问题（１），（２）存在一个正解．定理１证毕．

由定理１的证明，易见以下推论１成立．

推论１　假设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，如果下列条件之一成立：

１）０＜犳
０
＜＋∞，犳∞＝＋∞，且λ∈（０，

１－犕

２犕１犳
０
）；

２）犳
０＝０，犳∞＝＋∞，且λ∈（０，＋∞）；

３）犳
０＝０，０＜犳∞＜＋∞，且λ∈（

４

犾犳∞
，＋∞）．那么，边值问题（１），（２）至少有一个正解．

定理２　假设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，使得条件

Ｈ５）０＜犳
∞
＜＋∞，０＜犳０＜＋∞，

４

犾犳０
＜
１－犕

２犕１犳
∞

成立．那么，当λ∈（
４

犾犳０
，１－犕
２犕１犳

∞
）时，边值问题（１），（２）至少有一个正解．

证明　对任意给定的λ∈（
４

犾犳０
，１－犕
２犕１犳

０
），存在一个ε＞０，使得犳０－ε＞０，且

４

犾（犳０－ε）
≤λ≤

１－犕

２犕１（犳
∞＋２ε）

．由犳０ 的定义可知，对上述的ε＞０，存在一个正数狉，使得

犳（狋，狓）≥ （犳０＋ε）狓，　　０＜狓≤狉，狋∈ ［θ，１－θ］． （１５）

　　令Ω狉＝｛狓∈犓∶‖狓‖≤狉｝．对任意的狓∈Ω狉，‖狓‖＝狉，再由式（６）可得

（犜狓）（狋）≥∫
１

０
λ犌（狋，狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥狋（１－狋）∫

１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊．

故由式（１５）及上式可得

（犜狓）（
１

２
）≥

λ
４∫

１

０

（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥
λ
４∫

１－θ

θ

（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≥

λ
４∫

１－θ

θ

（１－狊）犺（狊）（犳０－ε）狓（狊）ｄ狊≥
λ
４
（犳０－ε）θ（１－θ）‖狓‖∫

１－θ

θ

（１－狊）犺（狊）ｄ狊≥

λ
４
犾·（犳０－ε）‖狓‖ ≥ ‖狓‖．
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所以，‖犜狓‖≥‖狓‖，狓∈Ω狉．

又由犳
∞的定义可得，对上述的ε＞０，存在一个足够大的犚０＞０（犚０＞２狉），使得当狓≥犚０ 时，有

犳（狋，狓）＜ （犳∞ ＋ε）·狓，　　狋∈ ［０，１］． （１６）

　　令犕０＝ ｓｕｐ
狓∈犓犚

０

λ∫
１

０

（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊．由条件Ｈ３）可知，犕０＜＋∞．取犚１＝ｍａｘ｛
犕０

λ犕１ε
，２犚０｝，

则犕０≤λ犕１ε犚１．令Ω犚
１
＝｛狓∈犓∶‖狓‖≤犚１｝，对于任意给定的狓∈Ω犚

１
，‖狓‖＝犚１，并记犇狓（狋）＝

｛狋｜狋∈［０，１］，狓（狋）≥犚０｝，狓０（狋）＝ｍｉｎ｛犚０，狓（狋）｝．于是，有狓０∈Ω犚
０
．因此，对于狋∈［０，１］，由式（６），

（１６）可得

狘（犜狓）（狋）狘≤∫
１

０
狓（狊）ｄη２（狊）＋∫

１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

１－狋

ρ∫
１

０
λ（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≤

犕‖狓‖＋２λ∫
１

０

（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≤犕‖狓‖＋２λ［∫犇狓
（狋）
（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

∫［０，１］＼犇狓
（狋）
（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊］≤犕‖狓‖＋２λ·∫犇狓

（狋）
（１－狊）犺（狊）（犳∞ ＋ε）狓（狊）ｄ狊＋

２λ∫
１

０

（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓０（狊））ｄ狊≤犕‖狓‖＋２λ（犳
∞
＋ε）‖狓‖∫

１

０

（１－狊）犺（狊）ｄ狊＋

２ｓｕｐ
狓∈犓犚

０

λ∫
１

０

（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊≤犕‖狓‖＋２λ犕１·（犳
∞
＋ε）‖狓‖＋２犕０ ≤

犕犚１＋２λ犕１·（犳
∞
＋ε）犚１＋２犕０ ≤犕犚１＋（１－犕）犚１－２λ犕１犚１ε＋２犕０ ≤犚１ ＝ ‖狓‖．

所以，‖犜狓‖≤‖狓‖，狓∈Ω犚
１
．

再由引理１可得，算子犜在犓∩（珚Ω犚
１
＼Ω狉）中有不动点，且狓（狋）≥狉狋（１－狋）＞０，狋∈（０，１）．所以狓

是一个正解．又由引理５可知，边值问题 （１），（２）存在一个正解．定理２证毕．

同理由定理２的证明，易见以下推论２成立．

推论２　假设条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，如果下列条件之一成立：

１）０＜犳∞＜＋∞，犳０＝＋∞，且λ∈（０，
１－犕

２犕１犳
∞
）；

２）犳∞＝０，犳０＝＋∞，且λ∈（０，＋∞）；

３）犳∞＝０，０＜犳０＜＋∞，且λ∈（
４

犾犳０
，＋∞），那么，边值问题（１），（２）至少有一个正解．

注１　在推论２中，犳０＝＋∞可以对应于犳（狋，狓）在狓＝０奇异的情形．

３　应用举例

考虑如下的二阶奇异微分方程的积分边值问题

　　狓″（狋）＋
１

狋（１－狋槡 ）
狓－１

／３（狋）＝０，　　狋∈ （０，１），

狓′（０）－狓（
１

２
）＝∫

１

０
狓（狊）犱

２狊－１
８

，　　狓（１）＝∫
１

０
狓（狊）犱

狊
烍

烌

烎２

（１７）

正解的存在性．对应于边值问题（１），（２），有λ＝１，η１（狊）＝
２狊－１
８
，η２（狊）＝

狊
２
，δ＝１，ξ＝

１

２
，犺（狋）＝

１

狋（１－狋槡 ）
，犳（狋，狓）＝狓

－１／３．所以，有

［（δ－ξ）η２（狋）－η１（狋）］＝
狊
４
－
２狊－１
８

＝
１

８
，　　犕 ＝∫

１

０
ｄη２（狊）＝

１

２
＜１，

犕１ ＝∫
１

０

（１－狋）
１

狋（１－狋槡 ）
ｄ狋＝

π
２
，　　

１－犕
２犕１

＝
１

２π
，

犕′＝∫
１

０
ｄη２（狊）＋∫

１

０
ｄη１（狊）＝∫

１

０
ｄ
２狊－１
８

＋∫
１

０
ｄ
狊
２
＝
３

８
＜＋∞．
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犾＝θ（１－θ）∫
１－θ

θ

（１－狋）
１

狋（１－狋槡 ）
ｄ狋＜θ（１－θ）∫

１

０

（１－狋）
１

狋（１－狋槡 ）
ｄ狋＜＋∞，　　θ∈ （０，

１

２
）．

犳
∞
＝ｌｉｍｓｕｐ

狓→＋∞
ｍａｘ

狋∈［０，１］

犳（狋，狓）

狓
＝ｌｉｍ

狓→＋∞
狓－４

／３
＝０，

犳０ ＝ｌｉｍｉｎｆ
狓→０

＋
ｍｉｎ

狋∈［θ，１－θ］

犳（狋，狓）

狓
＝ｌｉｍ

狓→０
＋
狓－４

／３
＝＋∞．

ｌｉｍ
狀→＋∞

ｓｕｐ
狓∈珡犓狉，犚∫犇（狀）

（１－狊）犺（狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＝ｌｉｍ
狀→＋∞

ｓｕｐ
狓∈珡犓狉，犚∫犇（狀）

１－狊

槡狊 狓－１
／３（狊）ｄ狊≤

ｌｉｍ
狀→＋∞

ｓｕｐ
狓∈珡犓狉，犚∫犇（狀）

１－狊

槡狊 ［狉狊（１－狊）］－
１／３ｄ狊＜＋∞，

其中：犇（狀）＝［０，１／狀］∪［狀－１／狀，１］．又λ＝１∈（０，＋∞），故推论２中条件２）的所有条件都被满足，因

此边值问题（１７）至少有一个正解．
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（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓｏｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒａｋｉｎｄｏｆｓｅｃｏｎｄ?ｏｒｄｅｒｓｉｎｇｕｌａｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｉｎｔｅｇｒａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅ．Ｂｙｍｅａｎｓｏｆｔｈｅｃｏｎｅｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍａｎｄｓｏｍｅａｎａｌｙｓｉｓｓｋｉｌｌｓ，ｗｅ

ｇｅｔｓｏｍｅｎｅｗｒｅｓｕｌｔｓｏｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｔｈｒｅｅ?ｐｏｉｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ；ｓｅｃｏｎｄ?ｏｒｄｅｒｓｉｎｇｕｌａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ；ｃｏｎｅｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ；ｉｎｔｅｇｒａｌ

ｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅ；ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（责任编辑：钱筠　　英文审校：张金顺，黄心中）

７１２第２期　　　　　　　　林秋莲，等：一类二阶奇异微分方程三点积分边值问题的正解


