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３种构型的６自由度绳牵引门式

起重机器人的运动学位置逆解分析

于兰，郑亚青

（华侨大学 机电及自动化学院，福建 厦门３６１０２１）

摘要：　借助 Ｍａｔｌａｂ软件，通过运动学逆解分析３种不同构型配置的６自由度起重机器人机构的运动学欠约

束问题．研究结果表明：对３根绳牵引的６自由度起重机器人机构构型的改进中，３根主梁互相平行的机构

是运动学位置逆解欠约束的，而其他两种机构的约束是充分的，改进的机构不都是运动学约束充分的．
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绳牵引并联机器人是一种特殊类型的并联机器人，它具有结构简单、惯性小、工作空间大和运动

速度快等优点．根据矢量封闭原理，绳牵引并联机器人一般分为４类
［１］，其中当绳的根数犿小于末端执

行器的自由度狀时，称为欠约束定位机构（ＵＲＰＭｓ）．针对第４类绳牵引并联起重机器人的机构欠约束

的缺点，前人对其机构进行３种改进
［２?５］．本文主要研究这３种构型的运动学位置逆解的欠约束问题，探

讨前人对３根绳牵引的６自由度（ＤＯＦ）起重机器人的构型改进的合理性．

１　运动学位置逆解建模

６自由度绳牵引并联起重机器人的３种机构改进，如图１所示．

１．１　机器人与吊具的坐标系

独立可控的机器人驱动器坐标狇＝（狊１，狊２，狊３；犾１，犾２，犾３）
Ｔ．其中：小车位置向量狇１＝（狊１，狊２，狊３）

Ｔ；绳长

向量狇２＝（犾１，犾２，犾３）
Ｔ．吊具参考点犘的位姿狔犘＝（狉，α）

Ｔ，狉＝（狉狓，狉狔，狉狕）
Ｔ，α＝（φ１，φ２，φ３）

Ｔ，它描述了吊

（ａ）垂直构型

具参考点犘在固定坐标系犓０ 的空间位置狉，以及

固定在吊具参考点犘 的活动坐标系犓犘 相对于

犓０ 的姿态α．图１（ａ）中主梁１和主梁３之间的距

离是犱，图１（ｂ）中主梁３的长度为犱，图１（ｃ）中主

梁１和主梁２，主梁２和主梁３的距离均是犱．

吊具相对于犓０ 的空间速度狊犘＝（狏，ω）
Ｔ，平

动速度狏＝狉犘＝（狉狓，狉狔，狉狕）
Ｔ，而吊具相对于犓０

的角速度ω＝（ω狓，ω狔，ω狕）
Ｔ．位姿对时间的导数

狔犘＝犎（狔犘）狊犘
［６］．

１．２　约束方程

运动学位置逆解就是给定已知的位姿狔犘，求

得狇．但３根绳长的运动学方程只有３个，还需要

另３个方程来建立，以求得狇．
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（ｂ）三角形构型　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｃ）平行构型

图１　３根绳牵引的６自由度起重机器人机构简图
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１．２．１　位置级别的约束　３根绳存在介于机器人驱动器坐标狇与吊具位姿坐标狔犘 之间的３个几何约

束方程，可表示为

犵犻（狇；狔犘）＝犾
Ｔ
犻犾犻－‖犾犻‖

２
＝０． （１）

绳向量犾犻（狇；狔犘）在坐标系犓０ 下可表示为

犾犻 ＝狉＋
犘犜（α）

犘
狆犻－犫犻，　　犻＝１，２，３． （２）

式（２）中：犘狆１＝（
槡３犾
３
，０，０）Ｔ；犘狆２＝（－

槡３犾
６
，－
犾
２
，０）Ｔ；犘狆３＝（－

槡３犾
６
，犾
２
，０）Ｔ；犾为等边三角形吊具的边

长；犘犜（α）＝犜狕（φ３）犜狔（φ２）犜狓（φ１）是从犓犘 到犓０ 的坐标系变换矩阵
［６］．

１．２．２　速度级别的约束　将式（１）对时间求导，有：

犵犻 ＝２犾
Ｔ
犻
犾犻－２‖犾犻‖犾犻 ＝０，　　犻＝１，２，３． （３）

　　将式（２）中的绳长向量对时间狋求导，可得

犾犻 ＝狉＋狆犻－犫犻，　　犻＝１，２，３． （４）

而狆犻（犻＝１，２，３）对时间狋的求导狆犻可由吊具的角速度ω 来表达，有

狆犻 ＝珟ω狆犻，　　珟ω＝

０ －ω狕 ω狔

ω狕 ０ －ω狓

－ω狔 ω狓

熿

燀

燄

燅０

＝－珟ω
Ｔ． （５）

由式（２），（４）和式（５）代入式（３）可得

犵≡犌狊（狇１；狔犘）狊犘 ＋犌狇（狇；狔犘）狇＝０． （６）

约束矩阵犌狊（狇１；狔犘）满足

犌狊（狇１；狔犘）＝２

犾１，狓 犾１，狔 犾１，狕 ０ －
槡３犾
３
犾１，狕

槡３犾
３
犾１，狔

犾２，狓 犾２，狔 犾２，狕 －
犾
２
犾２，狕

槡３犾
６
犾２，狕

犾
２
犾２，狓－

槡３犾
６
犾２，狔

犾３，狓 犾３，狔 犾３，狕
犾
２
犾３，狕

槡３犾
６
犾３，狕 －

犾
２
犾３，狓－

槡３犾
６
犾３，

熿

燀

燄

燅
狔

＝ ［犌犜，犌犚］∈犚
３×６．

式中：犾１＝（犾１，狓，犾１，狔，犾１，狕）
Ｔ；犾２＝（犾２，狓，犾２，狔，犾２，狕）

Ｔ；犾３＝（犾３，狓，犾３，狔，犾３，狕）
Ｔ；狇１＝（狊１，狊２，狊３）

Ｔ，狇２＝（犾１，犾２，犾３）
Ｔ＝

（‖犾‖１，‖犾‖２，‖犾‖３）
Ｔ．

１．３　吊具动力学方程

吊具的动力学方程由式狔犘＝犎（狔犘）狊犘，式（１）和６个运动微分方程组成，如下：

犿犐 ０

０ θ
［ ］

犘 ６×６

狏

（ ）ω ＋
　０

珟ω（θ犘ω（ ））＝
犉犌（ ）０
＋
犌Ｔ犜

犌Ｔ
烄

烆

烌

烎犚 ６×６

（λ１，λ２，λ３）
Ｔ． （７）
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其中：犿为吊具的质量；θ犘 为吊具关于犓犘 的惯性张量；犉犌 为吊具的重力向量；λ∈犚
３×１为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘

子，是绳拉力坐标；３根绳的拉力犉犻＝２犾
Ｔ
犻λ犻（犻＝１，２，３）．

广义运动学位置逆解问题可描述如下：对于给定的吊具的运动轨迹狔犘（狋），在吊具沿该轨迹处于动

力学平衡时来计算机器人驱动器坐标狇（狋）．这样绳拉力坐标λ可由式（７）的第３，４和５行求出；然后，将

解得的绳拉力坐标代入式（７）的第１，２和６行求出狇１＝（狊１，狊２，狊３）
Ｔ．绳长向量狇２＝（犾１，犾２，犾３）

Ｔ 可分别由

犾犻＝‖犾犻‖＝ 犾Ｔ犻犾槡 犻（犻＝１，２，３）求得，并最终得到狇．

２　运动学位置逆解欠约束

按照前面的计算方法给定狔犘，分别对如图１所示的３个构型进行广义运动学位置逆解求狇．因为

对吊具的狔犘 等均是符号值，所以求得的解均是符号解．

１）对图１（ａ）的构型进行运动学逆解．

其绳拉力坐标：

λ１＝－
１

６
［－犿犾狏狕＋犿犵犾＋

槡３犿犾
２

３
（ω狔＋ω狓ω狕）］／（狉狕－

槡３
３
犾ｓｉｎφ２）犾；

λ２＝－
１

６
［－犿犾狏狕＋犿犵犾＋

犿犾２

２
（ω狓－ω狔ω狕）－

槡３犿犾
２

６
（ω狔＋ω狓ω狕）］／（狉狕＋

槡３
６
犾ｓｉｎφ２－

犾
２
ｓｉｎφ１ｃｏｓφ２）犾；

λ３＝－
１

６
［－犿犾狏狕＋犿犵犾＋

犿犾２

２
（ω狓－ω狔ω狕）－

槡３犿犾
２

６
（ω狔＋ω狓ω狕）］／（狉狕＋

槡３
６
犾ｓｉｎφ２＋

犾
２
ｓｉｎφ１ｃｏｓφ２）犾．

而小车位置：

狊１＝（λ１犺１＋２λ２犾２，狓 槡＋ ３λ１犾１，狔－
槡３
６
犿狏狔－

１

２
犿狏狓）／λ１；

狊２＝（λ１犾１，狔＋λ２犺２＋λ３犾３，狔－
１

２
犿狏狔）／λ２；

狊３＝－（槡３λ１犾１，狔＋λ２犾２，狓－λ３犺３－
槡３
６
犿狏狔）／λ３．

其中：犺１＝狉狓＋
槡３
３
犾ｃｏｓφ２ｃｏｓφ３；犺２＝狉狔－

槡３
６
犾ｃｏｓφ２ｓｉｎφ３－

１

２
犾（ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２ｓｉｎφ３＋ｃｏｓφ１ｃｏｓφ３）；犺３＝

狉狓－
槡３
６
犾ｃｏｓφ２ｃｏｓφ３＋

１

２
犾（ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２ｃｏｓφ３－ｃｏｓφ１ｓｉｎφ３）．

相应地，犾犻＝‖犾犻‖＝ 犾Ｔ犻犾槡 犻（犻＝１，２，３）．由于犾犻的表达式繁琐，此处不详写．

２）对图１（ｂ）中的构型进行运动学逆解．

其绳拉力坐标：

λ１＝－
１

６
［－犿犾狏狕＋犿犵犾＋

槡３犿犾
２

３
（ω狔＋ω狓ω狕）］／（狉狕－

槡３
３
犾ｓｉｎφ２）犾；

λ２＝－
１

６
［－犿犾狏狕＋犿犵犾＋

犿犾２

２
（ω狓－ω狔ω狕）－

槡３犿犾
２

６
（ω狔＋ω狓ω狕）］／（狉狕＋

槡３
６
犾ｓｉｎφ２－

犾
２
ｓｉｎφ１ｃｏｓφ２）犾；

λ３＝－
１

６
［－犿犾狏狕＋犿犵犾＋

犿犾２

２
（ω狓－ω狔ω狕）－

槡３犿犾
２

６
（ω狔＋ω狓ω狕）］／（狉狕＋

槡３
６
犾ｓｉｎφ２＋

犾
２
ｓｉｎφ１ｃｏｓφ２）犾．

而小车位置：

狊１＝（－０．９６２λ１犺１－０．３８５λ３犺５＋０．２８７犿狏狔＋０．３３３λ１犺１＋０．６６７０λ３犺４－０．１６７犿狏狓－０．３８５λ２犾２，狔）／

λ１；

狊２＝（０．６６７λ１犺１＋０．３８５λ１犺２－０．１９３λ３犺５＋０．３３３λ３犺４－０．３３３犿狏狓－０．１９２λ２犾２，狔＋λ２犺３）／λ２；

狊３＝－（０．１９３λ１犺２＋０．７７０λ３犺５－０．２８５犿狏狔＋０．３３３λ１犺１＋０．６６７λ３犺４－０．１６７犿狏狓＋０．７７０λ２犾２狔）／λ３．

其中：犺１＝狉狓＋
槡３
３
犾ｃｏｓφ２ｃｏｓφ３；犺３＝狉狓－

槡３
６
犾ｃｏｓφ２ｃｏｓφ３－

１

２
犾（ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２ｃｏｓφ３－ｃｏｓφ１ｓｉｎφ３）；犺４＝
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狉狓－
槡３
６
犾ｃｏｓφ２ｃｏｓφ３＋

１

２
犾（ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２ｃｏｓφ３－ｃｏｓφ１ｓｉｎφ３）－犱；犺２＝狉狔＋

槡３
３
犾ｃｏｓφ２ｓｉｎφ３；犺５＝

狉狔－
槡３
６
犾ｃｏｓφ２ｓｉｎφ３＋

１

２
犾（ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２ｓｉｎφ３＋ｃｏｓφ１ｃｏｓφ３）．

相应地，犾犻＝‖犾犻‖＝ 犾Ｔ犻犾槡 犻可求出，限于篇幅和表达式的繁琐，这里不详写，可利用 Ｍａｔｌａｂ求出．

３）对于图１（ｃ）中的构型，只能求出绳拉力坐标，而狊犻无一般解．这是因为在利用上述计算方法的

式（７）的１，２和６行计算时，只有两个关于狊犻的方程，也就是说求解狊犻的方程组是欠定的．

从以上广义运动学位置逆解分析可知：对含３个刚柔混合支链的６自由度起重机器人构型的改进

中，图１（ａ）和图１（ｂ）的构型约束是充分的，而图１（ｃ）所示的构型改进的机构是欠约束的．

３　结束语

按广义运动学位置逆解的计算方法，发现３根主梁互相平行的构型是运动学位置逆解是欠约束的，

而其他两种构型的设计是合理的．这说明了前人提出的有些构型配置是不合理的．所得结论对构型配

置的选择和米级样机的搭建构型的选择具有一定的借鉴意义．
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