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摘要：　讨论奇异线性模型下方差σ２ 的最小范数二次无偏估计关于误差分布的稳健性问题，得到方差的最小

范数二次无偏估计保持最优的误差项的最大分布类．进一步考虑可估计函数犡β的最佳线性无偏估计的稳健

性，得到了犡β的最佳线性无偏估计与方差σ
２ 的最小范数二次无偏估计同时最优的误差项的最大类．
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１　预备知识

令犚狀，犚犿×狀，犛狀＞和犛
狀
≥分别表示狀维实的列向量、犿×狀阶实矩阵、狀阶正定矩阵和狀阶非负定矩

阵；对给定的矩阵犃∈犚
犿×狀，用犃′，ｒａｎｋ犃，犃＋，犚（犃）分别表示矩阵犃的转置、秩、Ｍｏｏｒｅ?Ｐｅｎｒｏｓｅ逆和列

向量张成的线性空间；线性子空间犚（犃）的维数及其正交补空间分别用ｄｉｍ犚（犃）和犖（犃）表示；犘犃 表

示到犚（犃）上的正交投影阵，即犘犃＝犃（犃′犃）
＋犃′，记犙犃＝犐－犘犃．考虑线性模型

狔＝犡β＋犲． （１）

式（１）中：狔为狀×１的随机观测向量；犡为已知的狀×狆设计阵，且ｒａｎｋ犡＝狉≤狆；β为狆×１的固定效应

向量；犲为狀×１的随机误差向量．

记犣为满足犡′犣＝０的列满秩矩阵，则此时犙犡＝犐－犘犡＝犣（犣′犣）
－１犣′．

在线性模型（１）中，误差项犲的分布记为Φ（犲），用（μ，犞）表示期望为μ，协方差阵为σ
２犞 的分布

族，其中犞∈犛
狀
≥．线性模型（１）包含了许多重要应用统计模型，如异方差回归模型、混合效应模型等．当

犞＝犞（θ）（即犞 可包含未知参数θ）时，此时θ就是通常的方差分量．记

β^（μ，犃）＝ （犡′犃
＋犡）＋犡′犃＋ （狔－μ），

σ^
２（μ，犃）＝ （狔－μ）′［犃

＋
－犃

＋犡（犡′犃＋犡）＋犡′犃＋］（狔－μ），

β^（犃）β^（０，犃），　　^σ
２（犃）σ^

２（０，犃）．

　　在线性模型（１）下，设Φ（犲）∈（μ，犞），当μ和θ已知时，犡^β（μ，Σ）就是模型（１）下参数犡β的最佳线

性无偏估计（ＢＬＵＥ）．这里，Σ＝犞＋犡犝犡′，且使犚（犡∶犞）＝犚（Σ）；记犳狏ｒａｎｋ（犡∶犞）－ｒａｎｋ犡，则此

时１／犳狏^σ
２（μ，Σ）就为σ

２ 的最小范数二次无偏估计（ＭＩＮＱＵＥ）
［１?２］．但在实际应用中，μ与θ往往是未知

的，此时犞（θ）也是未知的，因此，所谓“估计”犡β（μ，Σ（θ））和１／犳狏^σ
２（μ，Σ（θ））都是不可行的．

在此情形下，通常采用两步估计的方法，先根据观测数据得到μ与θ的某种估计^μ 和^θ，然后用
＾
μ和

Σ（^θ）代替 犡^β（μ，Σ（θ））和１／犳狏^σ
２（μ，Σ（θ））中的μ与Σ（θ），进而得到犡β与σ

２ 的两步估计 犡^β（^μ，Σ（^θ））
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和１／犳狏^σ
２（^μ，Σ（^θ））．但两步估计的统计性质往往比较复杂，并且 犡^β（^μ，犞（^θ））和１／犳狏^σ

２（^μ，Σ（^θ））不一

定还保持ＢＬＵＥ和 ＭＩＮＱＵＥ的特性．

对于线性模型中参数估计的稳健性研究，大多是讨论可估函数犃β的估计的稳健性问题
［２?８］．文献

［８］给出了关于犡β的估计的稳健性，给出了 犡^β（Σ）＝犡^β（犜）的充分必要条件为

犘犡犜
＋犞犙犡 ＝０． （２）

其中：犜∈犛
狀
≥．显然，式（２）成立，当且仅当

犡′犜＋犞犣＝０． （３）

　　对σ
２ 的 ＭＩＮＱＵＥ的稳健性研究，主要集中在讨论σ^

２（犞）／犳狏 与^σ
２（犐）／（狀－狉）的等价问题上．文献

［９］给出了σ^
２（犞）＝^σ

２（犐）的一个充分必要条件

犞犙犡犞犙犡犞 ＝犞犙犡犞． （４）

　　文献［１０］研究当犞∈犛
狀
＞时，σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ的稳健性．文献［１１］讨论了当犞∈犛
狀
≥时的情形，得到了

σ^
２（Σ）／犳狏＝犪

２^
σ
２（犐）的充分必要条件，以及在犡^β（Σ）＝犡^β（犐）的条件下，^σ

２（Σ）／犳狏 与犪
２^
σ
２（犐）等价的条件．

以下讨论均假定犜为满足犚（犞∶犡）犚（犜）的非负定矩阵．

２　基本引理

引理１
［２］
　在线性模型（１）下，设Φ（犲）∈（μ，犞），则有

犘｛（狔－μ）∈犚（犡∶犞）｝＝１．

即（狔－μ）∈犚（犡∶犞）几乎处处成立．

因此，文中含狔的等式均是在几乎处处意义成立，以下不再一一说明．

引理２　给定矩阵犜∈犛
狀
≥，且满足犚（犡）犚（犜），犣为满足犡′犣＝０的列满秩矩阵，记犜０＝犡（犡′犜

＋

犡）＋犡′犜＋＋犜犣（犣′犜犣）＋犣′，则下列结论成立：

ⅰ）犚（犜）＝犚（犡∶犜犣）＝犚（犜０）；

ⅱ）犡（犡′犜
＋犡）＋犡′＋犜犣（犣′犜犣）＋犣′犜＝犜．

条件ⅰ）证明．设狋∈犚（犡）∩犚（犜犣），则存在狋１，狋２∈犚
狀，使得狋＝犡狋１＝犜犣狋２．上式两边同时左乘

狋′２犣′，利用犣′犡＝０，得狋′２犣′犡狋１＝狋′２犣′犜犣狋２＝０．从而狋＝犜犣狋２＝０，故犚（犡）∩犚（犜犣）＝｛０｝．

另一方面，由文献［１２］定理２．３有

ｒａｎｋ（犜犣）＝ｒａｎｋ犜－ｄｉｍ［犚（犜）∩犖（犣′）］＝

ｒａｎｋ犜－ｄｉｍ［犚（犜）∩犚（犡）］＝ｒａｎｋ犜－ｒａｎｋ犡，

从而有

ｒａｎｋ犜＝ｒａｎｋ犡＋ｒａｎｋ（犜犣）＝ｒａｎｋ（犡∶犜犣）．

结合犚（犡∶犜犣）犚（犜），即得犚（犜）＝犚（犡∶犜犣）．

因为犜０犡＝犡，犜０犜犣＝犜犣，所以犚（犡）犚（犜０），犚（犜犣）犚（犜０），从而有犚（犜）＝（犡∶犜犣）犚（犜０）．

又显然有犜０∈犚（犡∶犜犣），故有犚（犜）＝犚（犡∶犜犣）＝犚（犜０）．

条件ⅱ）证明．由条件ⅰ）可知，犚（犜）＝（犡∶犜犣），不妨设犜＝犡犇１＋犜犣犇２，则有

犜０犜＝ ［犡（犡′犜
＋犡）＋犡′犜＋＋犜犣（犣′犜犣）＋犣′］（犡犇１＋犜犣犇２）＝犡犇１＋犜犣犇２ ＝犜．

即有

［犡（犡′犜＋犡）＋犡′犜＋＋犜犣（犣′犜犣）＋犣′］犜＝犜，

经化简可得所要结论．

引理３
［１１］
　设犃，犅∈犚

狀×狀，则下列条件等价：

１）狔′犃狔＝狔′犅狔对任意狔∈犚
狀 成立；

２）犃＝犅．

３　犽^σ
２（犜）的稳健性

在模型（１）下，设Φ（犲）∈（μ，犞），利用犚（犡∶犞）＝犚（Σ）犚（犜）及引理１，有
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犜犜＋ （狔－μ）＝ΣΣ
＋ （狔－μ）＝狔－μ．

于是，由引理２可得

σ^
２（μ，Σ）＝ （狔－μ）′［Σ

＋
－Σ

＋犡（犡′Σ＋犡）＋犡′Σ＋］（狔－μ）＝

（狔－μ）′犣（犣′犞犣）
＋犣′（狔－μ），

σ^
２犜＝狔′［犜

＋
－犜

＋犡（犡′犜＋犡）＋犡′犜＋］狔＝狔′犣（犣′犜犣）
＋犣′狔．

　　定理１　在模型（１）下，设Φ（犲）∈（μ，犞），则下列条件等价．

ⅰ）犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ．

ⅱ）犽犳狏（犣′犜犣）
＋为犣′犞犣的广义逆，且犣′μ＝０．

ⅲ）犽犳狏（犣′犜犣）
＋犣′犞犣为幂等阵，且犣′μ＝０．

证明　条件ⅰ）条件ⅱ）．犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ，即有σ^
２（μ，Σ）／犳狏＝犽^σ

２（犜），也就是

犽犳狏狔′犣（犣′犜犣）
＋犣′狔＝ （狔－μ）′犣（犣′犞犣）

＋犣′（狔－μ），

上式成立，等价于

犽犳狏狔′犣（犣′犜犣）
＋犣′狔＝狔′犣（犣′犞犣）

＋犣′狔， （５）

且

犣（犣′犞犣）＋犣′μ＝０． （６）

式（６）成立，当且仅当

犣′μ＝０． （７）

又式（５）成立，当且仅当

犽犳狏犞犣（犣′犜犣）
＋犣′犞 ＝犞犣（犣′犞犣）＋犣′犞，

等价于

犽犳狏犣′犞犣（犣′犜犣）
＋犣′犞犣＝犣′犞犣，

即犽犳狏（犣′犜犣）
＋为犣′犞犣的广义逆．

条件ⅱ）条件ⅲ）．犽犳狏（犣′犜犣）
＋为犣′犞犣的广义逆．即有

犽犳狏犣′犞犣（犣′犜犣）
＋犣′犞犣＝犣′犞犣， （８）

上式两边同时左乘犽犳狏（犣′犜犣）
＋，得

犽２犳
２
狏（犣′犜犣）

＋犣′犞犣（犣′犜犣）＋犣′犞犣＝犽犳狏（犣′犜犣）
＋犣′犞犣， （９）

即犽犳狏（犣′犜犣）
＋犣′犞犣为幂等阵．式（９）两边同时左乘（犣′犜犣），利用犚（犣′犞犣）犚（犣′犜犣），即得（８）式，从

而式（８）与式（９）等价．证毕．

文献［９］讨论了当犜＝犐，犽犳狏＝１，且μ＝０时的特殊情形．显然，文中定理１是文献［９］定理１的进

一步推广，并且结论更为简洁．

定理２　在线性模型（１）下，对给定的犜∈犛
狀
≥，令

０（犽，犜）＝∪ ｛（μ，犞）狘μ∈犚（犡），犽犳狏犞 ＝犡Λ犡′＋犜犣犇′犡′＋犡犇犣′犜＋犜犣Δ犣′犜｝，

则０（犽，犜）是使得犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ的误差项犲的最大分布类．其中Λ∈犛狆≥，Δ∈犛
狀－狉
≥ ，满足犣′

犜犣Δ犣′犜犣Δ＝犣′犜犣Δ ，且使犞∈犛
狀
≥．

证明　一方面，如果Φ（犲）∈０（犽，犜），则容易验证定理１的条件ⅱ）成立，故此时犽^σ
２（犜）均为σ

２ 的

ＭＩＮＱＵＥ．

另一方面，设Φ（犲）∈（μ，犞），且犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ．因犞∈犛
狀
≥，则存在狀阶矩阵犉，使得

犽犳狏犞＝犉犉′．不妨设犉＝犡犝＋犜犣犎，其中犝 为狆×狀矩阵，犎为（狀－狉）×狀矩阵，则有

犽犳狏犞 ＝犡Λ犡′＋犜犣犇′犡′＋犡犇犣′犜＋犜犣Δ犣′犜． （１０）

其中：Λ＝犝犝′∈犛狆≥，犇＝犝犎′，Δ＝犎犎′∈犛
狀－狉
≥ ．由定理１的条件ⅱ），有

犽犳狏犣′犞犣（犣′犜犣）
＋犣′犞犣＝犣′犞犣，

将式（１０）代入上式，可得

犣′犜犣Δ犣′犜犣Δ犣′犜犣＝犣′犜犣Δ犣′犜犣， （１１）

因Δ＝犎犎′∈犛
狀－狉
≥ ，故式（１１）等价于

犣′犜犣Δ犣′犜犣Δ＝犣′犜犣Δ．
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又因为犣′μ＝０等价于μ∈犚（犡）．由定理１即得所要结论．证毕．

定理２中，若给定的犜∈犛
狀
＞，则此时犣′犜犣可逆，从而Δ＝（犣′犜犣）

－１．于是，可以得到下面的推论．

推论１　在线性模型（１）下，给定犜∈犛
狀
＞，令

１（犽，犜）＝∪ ｛（μ，犞）狘μ∈犚（犡），犽犳狏犞 ＝犡Λ犡′＋犜犣犇′犡′＋犡犇犣′犜＋犜犣（犣′犜犣）
－１犣′犜｝，

则１（犽，犜）是使得犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ的误差项犲的最大分布类．其中Λ∈犛狆≥，且使犞∈犛
狀
＞．

４　犽^σ
２（犜）与犡^β（犜）的同时稳健性

考虑σ
２ 的 ＭＩＮＱＵＥ及犡β的ＢＬＵＥ的同时稳健性．

在线性模型（１）下，设Φ（犲）∈（μ，犞），若 犡^β（犜）为犡β的ＢＬＵＥ，即有

犡（犡′犜＋犡）＋犡′犜＋狔＝犡（犡′Σ
＋犡）＋犡′Σ＋ （狔－μ），

显然，上式成立，必有犡′Σ
＋

μ＝０，等价于μ∈犚（犞犣）．此时若犽^σ
２（犜）也为σ

２ 的ＭＩＮＱＵＥ，则由定理２，有

μ∈犚（犡）．

又由引理２的证明过程知，犚（犡）∩犚（犞犣）＝｛０｝．于是得到了下面的定理．

定理３　在线性模型（１）下，设Φ（犲）∈（μ，犞），对于给定的犜∈犛
狀
≥，若 犡^β（犜）为犡β的ＢＬＵＥ，且

犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ，则必有μ＝０．

定理４　在线性模型（１）下，对给定的犜∈犛
狀
≥，令

２（犽，犜）＝∪ ｛（０，犞）狘犽犳狏犞 ＝犡Λ犡′＋犜犣Δ犣′犜∈犛
狀｝，

则２（犜）是使得犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ，同时 犡^β（犜）为犡β的ＢＬＵＥ的误差项犲的最大分布类．其中

Λ∈犛狆≥，Δ∈犛
狀－狉
≥ ，满足犣′犜犣Δ犣′犜犣Δ＝犣′犜犣Δ．

证明　一方面，设犽犳狏犞＝犡Λ犡′＋犜犣Δ犣′犜，则由定理２知，犽^σ
２（犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ．又因为

犽犳狏犡′犜
＋犞犣＝犡′犜

＋ ［犡Λ犡′＋犜犣Δ犣′犜］犣＝０，

从而由式（３），此时 犡^β（犜）也为犡β的ＢＬＵＥ．

另一方面，在模型（１）下，设Φ（犲）∈（μ，犞），若σ^
２（犽，犜）为σ

２ 的 ＭＩＮＱＵＥ，同时 犡^β（犜）也为犡β的

ＢＬＵＥ．则由定理３知，μ＝０．又由定理２及式（３）知，犞 可表示为

犽犳狏犞 ＝犡Λ犡′＋犜犣犇′犡′＋犡犇犣′犜＋犜犣Δ犣′犜， （１２）

并且满足

犡′犜＋犞犣＝０， （１３）

将式（１２）代入式（１３），得

犡′犜＋犡犇犣′犜犣＝０，

这等价于

犡犇犣′犜＝０．

从而

犞 ＝犡Λ犡＋犜犣Δ犣′犜．

定理得证．

推论２　在线性模型（１）下，对给定的犜∈犛
狀
≥，令

３（犽，犜）＝∪ ｛（０，犞）狘犽犳狏犞 ＝犡Λ犡′＋犜犣（犣′犜犣）
－１犣′犜｝，

则３（犜）是使得犽^σ
２（犜）为σ

２ 的ＭＩＮＱＵＥ，同时，犡^β（犜）也为犡β的ＢＬＵＥ的误差项犲的最大分布类．其

中Λ∈犛狆≥且使犞∈犛
狀
≥．

从结论不难看出，当给定的矩阵犜＝犐，且μ＝０时，即可推出文献［１１］中的主要结论．
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