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乘积系统中熵点的注记
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摘要：　利用Ｂｏｗｅｎ拓扑熵引入熵点的概念及性质，探讨狀阶乘积动力系统中的Ｂｏｗｅｎ拓扑熵，得出狀阶乘

积动力系统中熵点的性质及其构造．
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熵是由著名数学家Ｋｏｍｏｇｒｏｖ在１９５８年首先引入的，随着对熵的深入研究，熵的局部化研究成为

近几年来的重要课题之一．１９９３年，Ｂｌａｎｃｈａｒｄ等
［１２］引入了熵对的概念，证明系统存在极大的零熵因

子，并且给出拓扑熵对与测度熵对的联系．黄文等
［３４］推广了熵对的概念，并且给出了熵串的概念．近年

来，ＹＥ等
［５］在熵对和熵串的基础上，提出了熵点、熵集的概念，证明了熵点的若干性质，还证明了零熵

系统不存在熵点，以及具有正熵的遍历测度的支撑包含一致熵点等重要结果．本文利用Ｂｏｗｅｎ拓扑熵

引入熵点的概念及性质，探讨狀阶乘积动力系统中的Ｂｏｗｅｎ拓扑熵．

１　定义及引理

设（犡，犜）为动力系统，犱犡 为犡 上与拓扑相容的度量，对任意狀∈犖，狓１，狓２∈犡，定义犱狀（狓１，狓２）＝

ｍａｘ
１≤犽≤狀－１

犱（犜犽狓１，犜
犽狓２），则犱狀 为犡 上与拓扑相容的度量．

定义１
［４?６］
　设（犡，犜）为具有度量犱的动力系统．

１）对狀≥１和ε＞０，称有限集犃为犡 一个（狀，ε）分离集，如果对犡 中任意两个不同的点狓１，狓２，均

有犱狀（狓１，狓２）≥ε成立；用狊狀（狀，ε，犜）表示（犡，犜）具有最多元素个数的（狀，ε）分离集的元素个数．

２）对狀≥１和ε＞０，称有限集犃为犡 一个（狀，ε）张成集，如果对犡 的任意点狓，存在点狔∈犃，使得

犱狀（狓１，狓２）＜ε成立；用犢狀（狀，ε，犜）表示（犡，犜）具有最少元素个数的（狀，ε）张成集的元素个数．

引理１
［４］
　对每个狀∈犖，有狉狀（狀，ε，犜）≤狊狀（狀，ε，犜）≤狉狀（狀，ε／２，犜）．

犡 为紧度量空间，狊狀（狀，ε，犜）及狉狀（狀，ε，犜）均为有限数，令狉（ε，犜）＝ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ狉狀（狀，ε，犜）和狊（ε，

犜）＝ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ狊狀（狀，ε，犜），当ε→０＋时，狉（ε，犜）和狊（ε，犜）关于ε单调上升，且极限存在．

引理２
［４］
　设（犡，犜）为动力系统，则系统拓扑熵为犺（犱

犡，犜，犡）＝ｌｉｍ
ε→０＋

狊（ε，犜）＝ｌｉｍ
ε→０＋

狉（ε，犜）（犱
犡 可

省略）．此外，狉（ε，犜）和狊（ε，犜）不依赖于相容度量犱
犡 的选取．

引理３
［４］
　设狉（ε，犜）＝ｌｉｍ

狀→∞
ｉｎｆ
１

狀
ｌｏｇ狉狀（狀，ε，犜）和狊（ε，犜）＝ｌｉｍ

狀→∞
ｉｎｆ

１

狀
ｌｏｇ狊狀（狀，ε，犜），则存在极限

ｌｉｍ
ε→０＋

狊（ε，犜），ｌｉｍ
ε→０＋

狉（ε，犜），且犺（犱
犡，犜，犡）＝ｌｉｍ

ε→０＋

狊（ε，犜）＝ｌｉｍ
ε→０＋

狉（ε，犜）．

定义２
［５］
　称狓∈犡为熵点，如果犺（犱，犜，犓）＞０，其中犓 为狓的任意闭邻域，用犈狆（犡，犜）记全体

熵点的集合．
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　　称狓∈犡为完全熵点，如果犺（犱，犜，犓）＝犺（犱，犜，犡）＞０，其中犓 为狓的任意闭邻域，用犈犳狆（犡，犜）

记全体完全熵点的集合．

定义３
［３４］
　设π犻∶（犡犻，犜犻）→（犢犻，犛犻）（犻＝１，…，狀）为因子映射，犜犻∶犡犻→犡犻，犛犻∶犢犻→犢犻为连续映

射，则有

∏
狀

犻＝１

π犻∶∏
狀

犻＝１

犡犻→∏
狀

犻＝１

犢犻，

使得∏
狀

犻＝１

π犻（狓１，…，狓狀）＝ （π１（狓１），…，π狀（狓））对每一个（狓１，狓２，…，狓狀）∈ ∏
狀

犻＝１

犡犻 成立，那么∏
狀

犻＝１

π犻∶

（∏
狀

犻＝１

犡犻，∏
狀

犻－１

犜犻）→ （∏
狀

犻＝１

犢犻，∏
狀

犻＝１

犛犻）也是因子映射．

引理４
［６］
　设（犡，犜）为动力系统，而且犱

犡 为犡 上的度量．令犓１，…，犓狀犡（犿∈犖），那么狉（ε，犜，

∪
犿

犻＝１
犓犻＝ｍａｘ

１≤犻≤犿
狉（ε，犜，犓犻），ε＞０，有犺（犱

犡，犜，∪
犿

犻＝１
犓犻）＝ｍａｘ

１≤犻≤犿
犺（犱犡，犜，犓犻）．

２　定理及相关证明

定理１　设（犡犻，犜犻）（犻＝１，…，狀）为动力系统，犜犻∶犡犻→犡犻为连续映射，犱
犡犻，犱分别为犡犻（犻＝１，…，

狀），犡１×犡２×…×犡狀 上的度量，那么有

犺（犱，犜１×犜２×…×犜狀，犡１×犡２×…×犡狀）＝∑
狀

犻＝１

犺（犱犡，犜犻，犡犻）．

　　证明　设犓 为犡１×犡２×…×犡狀 的紧子集，由于犘犻∶犡１×犡２×…×犡狀→犡犻是到第犻个坐标的投

射，因而是连续的．于是，犘犻（犓）是犡犻的紧子集．对于犻＝１，…，狀，如果犉犻为犘犻（犓）的一个（狀，ε）张成集，

那么犉１×犉２×…×犉狀 是犓 的一个（狀，ε）张成集，因此有

狉狀（ε，犜１×犜２×…×犜狀，犓）≤∏
狀

犻＝１

狉狀（ε，犘犻（犓），犜犻），

进一步有

狉（ε，犜１×犜２×…×犜狀，犓）＝ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ狉狀（ε，犜１×犜２×…×犜狀，犓）≤

ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ∏

狀

犻＝１

狉狀（ε，犜犻，犘犻（犓））≤∑
狀

犻＝１

ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ狉狀（ε，犘犻（犓），犜犻）＝∑

狀

犻＝１

狉（ε，犜犻，犘犻（犓））．

所以，有犺（犱，犜１×犜２×…×犜狀，犓）≤∑
狀

犻＝１

犺（犱犡犻，犜犻，犘犻（犓））．当犓为犡１×犡２×…×犡狀时，有犺（犱，

犜１×犜２×…×犜狀，犡１×犡２×…×犡狀）≤∑
狀

犻＝１

犺（犱犡犻，犜犻，犡犻）．另一方面，如果犈犻为犡犻的一个（狀，ε）分

离集，那么犈１×犈２×…×犈狀 是犡１×犡２×…×犡狀 的一个（狀，ε）分离集，因此有

狊狀（ε，犜１×犜２×…×犜狀，犡１×犡２×…×犡狀）≥∏
狀

犻＝１

狊犻（ε，犜犻，犡犻），

从而有

狊（ε，犜１×…×犜狀，犡１×…×犡狀）＝ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ狊狀（ε，犜１×犜２×…×犜狀，犡１×犡２×…×犡狀）≥

ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ狊狀（ε，犜１，犡１）＋∑

狀

犻＝２

ｌｉｍ
狀→∞
ｉｎｆ
１

狀
ｌｏｇ狊狀（ε，犜犻，犡犻）＝狊（ε，犜１，犡１）＋∑

狀

犻＝２

狊（ε，犜１，犡１）．

令ε→０＋，由引理３有

犺（犱，犜１×犜２×…×犜狀，犡１×犡２×…×犡狀）≥犺（犱
犡
１，犜１，犡１）＋∑

狀

犻＝２

犺（犱犡犻，犜犻，犡犻）．

　　 综上所述，犺（犱，犜１×…×犜狀，犡１×…×犡狀）＝犺（犱
犡
１，犜１，犡１）＋∑

狀

犻＝２

犺（犱犡犻，犜犻，犡犻）．

定理２　 假设π犻∶（犡犻，犜犻）→（犢犻，犛犻）（犻＝１，…，狀）为因子映射，犱
犡犻，犱犢犻为犡犻，犢犻上的度量，那么有
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犺（犱犢１×
…×犢狀

，，犛１×…×犛狀，π１（犓１）×…×π狀（犓狀））≤犺（犱
犡
１
×…×犡狀

，，犜１×…×犜狀，犓１×…×犓狀）．其中：犓犻

为犡犻的闭子集．

证明　由于π犻∶（犡犻，犜犻）→（犢犻，犛犻）（犻＝１，…，狀）为因子映射，对于任意给定的ε＞０，存在ε′＞０，使

得０＜ε′＜ε，则当犱
犡犻（狓犻１，狓

犻
２）≤ε′时，有犱

犢犻（π犻狓
犻
１，π犻狓

犻
２）≤ε．

令犈犻为犓犻相对于犜犻的（狀，ε）张成集，那么π（犈犻）为π（犓犻）相对犛犻的（狀，ε）张成集，于是有

狉狀（犛犻，ε，π（犓犻））≤狉狀（犜犻，ε′，犓犻）．

进一步有

狉（犛１×…×犛狀，ε，π１（犓１）×…×π犻（犓狀））≤ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ∏

狀

犻＝１

狉狀（犛犻，ε，π犻（犓犻））≤

ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

１

狀
ｌｏｇ∏

狀

犻＝１

狉狀（犜犻，ε′，犓犻）＝∑
狀

犻＝１

狉（犜犻，ε，犓犻）．

令ε→０，由定理１有

犺（犱犢１×
…×犢狀，犛１×…×犛狀，π１（犓１）×…×π狀（犓狀））≤犺（犱

犡
１×
…×犡狀，犜１×…×犜狀，犓１×…×犓狀）．

　　定理３　设π犻∶（犡犻，犜犻）→（犢犻，犛犻）（犻＝１，…，狀）为因子映射，那么有

１）π１×…×π狀（犈狆（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀））犈狆（犢１×…×犢狀，犛１×…×犛狀）；

２）如果π犻为开映射，那么有

犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀））π
－１
１ ×…×π

－１
狀犈狆（犢１×…×犢狀，犛１×…×犛狀）．

　　证明　１）对狀∈犖，令（狔１，…，狔狀）∈犈狆（犢１×…×犢狀，犛１×…×犛狀）犓
狀
犻 为狔犻的半径至多为１／狀的

闭领域．由定理２知，存在犺（犜１×…×犜狀，π
－１
１ （犓

狀
１）×…×π

－１
狀 （犓

狀
狀））≥犺（犛１×…×犛狀，犓１×…×犓狀）＞

０．用半径至多为１／狀的闭球覆盖π
－１
１ （犓

狀
１）×…×π

－１
狀 （犓

狀
狀），根据引理４知，存在闭球犅狀∏

狀

犻＝１

犡犻，满足

犺（犜１×…×犜狀，犅狀）＝犺（犜１×…×犜狀，π
－１
１ （犓

狀
１）×…×π

－１
狀 （犓

狀
狀））．

由于犡犻是完备空间，所以犡１×犡２×…×犡狀 也是完备空间，于是闭球套｛犅狀，狀∈犖｝有极限点（狓
０
１，

狓０２，…，狓
０
狀）．令π（狓

０
１，狓

０
２，…，狓

０
狀）＝（狔１，狔２，…，狔狀），易知（狓

０
１，狓

０
２，…，狓

０
狀）∈（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀），

那么有π１×…×π狀（犈狆（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀））犈狆（犢１×…×犢狀，犛１×…×犛狀）．

２）令（狔１，狔２，…，狔狀）∈犈狆（犢１×…×犢狀）且（狓１，狓２，…，狓狀）满足π１×…×π狀（狓１，狓２，…，狓狀）＝（狔１，

狔２，…，狔狀）．令犓狀 是以（狓１，狓２，…，狓狀）为中心半径至多为１／狀的闭领域，且使得π１×…×π狀（犓狀）的半径

至多为１／狀，由于π犻为开映射，π１×…×π狀（犓狀）为（狔１，…，狔狀）闭领域，且犺（犛１×犛２×…×犛狀，π１×…×

π狀（犓狀））＝犺（犜１×犜２×…×犜狀，犓狀）＞０，那么（狓１，狓２，…，狓狀）∈犈狆（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）．这就意

味着π
－１
１ ×…×π

－１
狀 犈狆（犢１×…×犢狀，犛１×…×犛狀）犈狆（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）．

推论１　设π犻∶（犡犻，犜犻）→（犢犻，犛犻）（犻＝１，…，狀）为因子映射，那么有

１）π１×…×π狀（犈
犳
犘
（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀））犈

犳

狆
（犢１×…×犢狀，犛１×…×犛狀）；

２）如果π犻为开映射，那么有

（犈犳犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀））π
－１
１ ×…×π

－１
狀犈

犳
狆（犢１×…×犢狀，犛１×…×犛狀）．

　　证明　类似定理２证明．

定理４　设（犡犻，犜犻）（犻＝１，…，狀）为动力系统，那么有

１）犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）和犈犳犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）为闭集；

２）当犺（犜１×…×犜狀）＞０时，犈犳犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）≠；

３）犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）和犈犳犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）为犜不变的．

证明　１）设（狓
犿
１，狓

犿
２，…，狓

犿
狀）∈犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）（犿∈犖），由于犡１×…×犡狀 为紧

空间，那么（狓犿１，狓
犿
２，…，狓

犿
狀）（犿∈犖）存在收敛的子列，不妨就把它记做｛（狓

犿
１，…，狓

犿
狀）｝

∞
犿＝１．设其极限点

为（狓０１，狓
０
２，…，狓

０
狀），对（狓

０
１，狓

０
２，…，狓

０
狀）的任意领域犓狀，存在熵点（狓

犿
１，…，狓

犿
狀）∈犓狀，于是犺（犜１×…×犜狀，

犓狀）＞０，从而（狓
０
１，狓

０
２，…，狓

０
狀）∈犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀），所以犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）为

闭集，同理可证犈犳犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）也为闭集．

２）由于犡１×…×犡狀 为紧空间，选取有限个半径为１的闭球｛犅
１
１，犅

１
２，…，犅

１
狀｝覆盖犡１×…×犡狀．根
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据引理４可知，犺（犜１×…×犜狀，犡１×…×犡狀）＝ｍａｘ
１≤犼≤狀

犺（犜１×…×犜狀，犅
１
犼），于是存在犼１，使犺（犜１×…×

犜狀，犡１×…×犡狀）＝犺（犜１×…×犜狀，犅
１
犼１
）．再取有限个半径为１／２的闭球｛犅１

／２
１ ，犅

１／２
２ ，…，犅

１／２
狀 ｝覆盖犅

１
犼１
，

同理可得，存在犼２ 使得犺（犜１×…×犜狀，犡１×…×犡狀）＝犺（犜１×…×犜狀，犅
１
犼２
）．

根据以上步骤依次类推，对于犅狀－１犼狀－１
来说，存在闭球犅１犼狀犅

狀－１
犼狀－１
，使犺（犜１×…×犜狀，犡１×…×犡狀）＝

犺（犜１×…×犜狀，犅
１
犼狀
），令｛（狓１，…，狓狀）｝＝∩

狀∈犖
犅１犼狀，易知（狓１，…，狓狀）为完全熵点．

３）因为犜∶（犡，犜）→（犡，犜）和犜
－１∶（犡，犜）→（犡，犜）为同构映射，故根据定理３的推论可以得到

犜（犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀））＝犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀），犜
－１（犈犳犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×

犜狀））＝犈犳犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）．

定理５　设（犡犻，犜犻）（犻＝１，…，狀）为动力系统，那么有

犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）＝∪
狀

犻＝１

（犡１×…×犈犘（犡犻）×…×犡狀）．

　　证明　设（狓１，…，狓狀）∈犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀），根据定义２可知，对犡犻的任意闭邻域犓犻

有犺（犱，犜１×…×犜狀，犓１×…×犓狀）＝∑
狀

犻＝１

犺（犱犡犻，犜犻，犓犻）＞０，从而存在犼∈｛１，…狀｝，使得犺（犱
犡
犼，犜犼，

犓犼）＞０．于是，有（狓１，…，狓犼，…，狓狀）∈犡１×…×犈犘（犡犼）×…×犡狀，即证明犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×

犜狀）∪
狀

犻＝１

（犡１×…×犈犘（犡犻）×…×犡狀）．反之，设（狓１，，…，狓狀）∈∪
狀

犻＝１

（犡１×…×犈犘（犡犻）×…×犡狀），则存在

犿∈｛１，…，狀｝，使得（狓１，…，狓犿，…，狓狀）∈犡１×…×犈犘（犡犿）×…×犡狀，从而有狓犿∈犈犘（犡犿）．那么，有

犺（犱犡犿，犜犿，犓犿）＞０，犓犿 为狓犿 的一个闭邻域．对于（狓１，…，狓犿，…，狓狀）任意闭邻域犡１×…×犓犿×…×

犡狀，有犺（犱，犜１×…×犜狀，犡１×…×犓犿×犡犿＋１×…×犡狀）＝∑
　

犻≠犿

犺（犱犡犻，犜犻，犡犻）＋犺（犱
犡犿，犜犿，犓犿）＞

０，所以有（狓１，…，狓狀）∈犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）． 这证明了∪
狀

犻＝１

（犡１×…×犈犘（犡犻）×…×犡狀）

犈犘（犡１×…×犡狀，犜１×…×犜狀）．综上所述，等式成立．
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