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超空间上犉?混合性的一点注记

许清，陈尔明
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摘要：　设（犡，犜）为度量空间，犜∶犡→犡是连续映射．考虑由犡的非空紧子集κ（犡）和由度量犱诱导的Ｈａｕｓ

ｄｏｒｆｆ度量构成的超空间系统（κ（犡），珚犜），且珚犜∶κ（犡）→κ（犡），珚犜（犓）＝｛犜（狓）∶狓∈犓｝，犓∈κ（犡）．由此得到在

犉为滤子时，犜的犉?混合性与珚犜的犉?混合性之间的联系．
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研究系统的混合性是动力系统的重要课题之一，而系统的混合性是通过系统的传递性来表现的［１］．

Ｒｏｍａｎ?Ｆｌｏｒｅｓ
［２］证明了珡犜是传递的，蕴含着犜是传递的，反之却不成立．Ｂａｎｋｓ

［３］中证明了珡犜的混合性

和犜 的混合性之间的联系．Ｇｏｔｔｓｃｈａｌｋ和Ｈｅｄｌｕｎｄ最早使用族的方法研究动力系统，其后Ａｋｉｎ系统地

介绍了族的方法，而且给出了犉?混合性的定义
［４］．本文介绍（犡，犜）的犉?混合性与其诱导超空间（κ（犡），

珡犜）的犉?混合性之间的联系．

１　基本假设

对于拓扑空间（犡，犜），珡犜是由犜 诱导的且定义在κ（犡）＝｛犓犡，犓 是犡 的紧子集｝上的连续映

射，对（κ（犡），珡犜）赋予Ｖｉｅｔｏｒｉｅｓ拓扑，易知它也为拓扑空间，且其拓扑基为

υ（犝１，…，犝犽）＝ ｛犓 ∈κ（犓）：犓 ∪
犽

犻＝１
犝犻且犓 ∩犝犻≠，犻＝１，…，犽｝．

其中：犝１，犝２，…，犝狀 为犡 的非空开子集．

当（犡，犱）为度量空间时，那么空间κ（犡）被赋予Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ度量犎，即

犎（犃，犅）＝ｉｎｆ｛ε；犅ε（犃）犅且犃 犅ε（犅）｝．

其中：犅ε（犃）＝｛狓∈犡，犱（狓，犃）≤ε｝；犃，犅∈κ（犡）．此度量与Ｖｉｅｔｏｒｉｅｓ拓扑是相兼容的
［５］．

２　相关定义

设犣＋为正整数构成的集合，用犘＝犘（犣＋）表示犣＋的所有子集构成的集合．

定义１
［１］
　犘的非空子集犉称作族，如果它满足遗传向上性，即对于犉１，犉２，犉１∈犉且犉１犉２，则有

犉２∈犉．

定义２
［１］
　犣＋的一个子集族犉称为一个滤子，是指它满足：

（１）犉；

（２）如果犉１∈犉且犉１犉２，那么有犉２∈犉；

（３）犉１，犉２∈犉，犉１∩犉２∈犉．

定义３
［４］
　动力系统（犡，犜）是犉?传递的，如果对犡的任意非空开子集犝，犞，及族犉，则回复时间集

犖（犝，犞）＝｛狀∈犣＋∶犜
狀犝∩犞≠｝∈犉．
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　　定义４　 动力系统（犡，犜）是完全犉?传递的，如果对狀∈犣＋，（犡
狀，犜狀）是犉?传递的．

定义５
［４］
　动力系统（犡，犜）是犉?混合的，如果系统（犡×犡，犜×犜）是犉?传递的，即对犡的任意非空

开子集犝１，犝２，犞１，犞２，犖（犝１×犝２，犞１×犞２）＝犖（犝１，犞１）∩犖（犝２，犞２）∈犉．

３　定理及主要证明

引理１　 设（犡，犜）是动力系统，犉是滤子，对于连续映射犜，有：

（１）如果犜是犉?混合的，则犜是完全犉?传递的；

（２）如果犜是犉?混合的，且犝１，犝２，…，犝狀，犞１，犞２，…，犞狀 是犡 的非空开子集，那么存在犉∈犉，使得

犉犖（犝犻，犞犻），犻＝１，…，狀；

（３）如果犜是犉?混合的当且仅当对犡的任意的非空开子集犝，犞，那么存在犉∈犉，使得犉犖（犝，

犞）且犉犖（犞，犞）；

（４）如果犜是犉?混合的当且仅当对犡 的任意非空子集犝，犞，犠，那么存在犉∈犉，使得犉犖（犝，

犞）且犉犖（犞，犠）．

证明 　（１）假设犜是犉?混合的，要证明犜是完全犉?传递的，则需要证明（犡
（狀），犜

（狀））是犉?传递的

狀∈犖．这里，犡
（狀）＝犡×犡×…×犡，犜

（狀）＝犜×犜×…×犜（狀次）．那么，对于犡的任意非空开子集犝１，

犝２，…，犝狀，犞１，犞２，…，犞狀，则只要证明

犖（犝１×犝２×…×犝狀，犞１×犞２×…×犞狀）∈犉

即可．

由于有

犖（犝１×犝２×…×犝狀，犞１×犞２×…×犞狀）＝∩
狀

犻＝１
犖（犝犻，犞犻），

且犜是犉?混合的，那么（犡×犡，犜×犜）是犉?传递的，从而有

犖（犝犻×犝犻＋１，犞犻×犞犻＋１）＝犖（犝犻，犞犻）∩犖（犝犻＋１，犞犻＋１）∈犉．

　　由于有

∩
狀

犻＝１
犖（犝犻，犞犻）∈犖（犝犻，犞犻）∩犖（犝犻＋１，犞犻＋１），

根据滤子的性质（定义２），可知∩
狀

犻＝１
犖（犝犻，犞犻）∈犉，从而说明有

犖（犝１×犝２×…×犝狀，犞１×犞２×…×犞狀）∈犉．

所以，犜是完全犉?传递的．

（２）假设犜是犉?混合的，根据（１）可知，犜 是完全犉传递的．那么，对于犡 的任意的非空开子集

犝１，犝２，…，犝狀，犞１，犞２，…，犞狀，有

犖（犝１×犝２×…×犝狀，犞１×犞２×…×犞狀）＝∩
狀

犻＝１
犖（犝犻，犞犻）∈犉，

则令犉＝∩
狀

犻＝１
犖（犝犻，犞犻）即可．

（３）设犜是犉?混合的，令犝１＝犝，犝２＝犞，犞１＝犞２＝犞，根据（２）即可证得．反之，对于犡 的任意的非

空开子集犝，犞，存在犉∈犉，使得犉犖（犝，犞）且犉犖（犞，犞），从而有

犉犖（犝，犞）∩犖（犞，犞）＝犖（犝×犞，犞×犞），

所以犖（犝×犞，犞×犞）∈犉．这便可说明（犡×犡，犜×犜）是犉?传递的，从而犜是犉?混合的．

（４）设犜是犉?混合的，令犝１＝犝，犝２＝犞，犞１＝犞，犞２＝犠，根据（２）即可证得．反之，对于犡 的任意

的非空开子集犝，犞，犠，存在犉∈犉，使得犉犖（犝，犞）且犉犖（犞，犠），从而有

犉犖（犝，犞）∩犖（犞，犠）＝犖（犝×犞，犞×犠），

所以犖（犝×犞，犞×犠）∈犉．这便可说明了（犡×犡，犜×犜）是犉?传递的，从而犜是犉?混合的．

定理１　设（犡，犜）是动力系统，犉是滤子，珡犜∶κ（犡）→κ（犡）是由犜诱导的连续映射，那么下面３个

条件等价．

（１）犜是犉?混合的．
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（２）珡犜是犉?混合的．

（３）珡犜是犉?传递的．

证明　（１）蕴含（２）．假设犜是犉?混合的，由引理（１）可得知，犜的犿 次乘积犜×犜×…×
烐烏 烑

犜

犿

∶犡×

犡×…×犡→犡×犡×…×犡（犿∈犖）是犉?传递的．

要证明珡犜是犉?混合的，只需证明κ（犡）的Ｖｉｅｔｏｒｉｅｓ拓扑基中的任意元素υ（犝
犻
１，…，犝

犻
犽），υ（犞

犻
１，…，

犞犻犽），犻＝１，２，存在犉∈犉，使得犉犖（υ（犝
犻
１，…，犝

犻
犽），υ（犞

犻
１，…，犞

犻
犽）），犻＝１，２．

事实上，由引理（２）可知，存在犉∈犉，使得犉犖（犝
犻
犼，犞

犻
犼），犻＝１，２；犼＝１，…，犽．由于犉为滤子，则可

得犖（犝犻犼，犞
犻
犼）∈犉，犻＝１，２；犼＝１，…，犽，从而∩

２

犻＝１
∩
犽

犼＝１
犖（犝犻犼，犞

犻
犼）∈犉．

那么，对任意一个狀∈∩
２

犻＝１
∩
犽

犼＝１
犖（犝犻犼，犞

犻
犼），选取狓犻，犼∈犝

犻
犼，使得狔犻，犼＝犜

狀（狓犻，犼）∈犞
犻
犼，犻＝１，２；犼＝１，…，犽．

定义犓１＝｛狓１，１，…，狓１，犽｝，犓２＝｛狓２，１，…，狓２，犽｝．因此，犓∈υ（犝
犻
１，…，犝

犻
１），珦犜

狀（犓犻）∈υ（犞
犻
１，…，犞

犻
犽），犻＝１，

２．这便说明犜是犉?混合的．

（２）蕴含（３）．由于珦犜是犉?混合的，根据引理（１），那么对任意的狀∈犖，（犡
（狀）犜

（狀））是犉?传递的，从而

它是犉?传递的．

（３）蕴含（１）．要证明犜是犉?混合的，根据引理（４），只需证明对犡 的任意非空开子集犝，犞１，犞２ 存

在犉∈犉，使得犉犖（犝，犞１）且犉犖（犝，犞２）．

事实上，由于珦犜是犉?传递的，那么可以找到犓∈υ（犝），使得珦犜
狀（犓）∈υ（犞１，犞２），狀∈犉．

选取狓，狔∈犓犝，使得珦犜
狀（狓）∈犞１，珦犜

狀（狔）∈犞２．这说明犉犖（犝，犞１）且犉犖（犝，犞２），从而有

犖（犝×犝，犞１×犞２）＝犖（犝，犞１）∩犖（犝，犞２）∈犉，

即犜是犉?混合的．
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