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解四阶抛物型方程的两层高精度差分格式

崔晓鹏，单双荣

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　对任意常数犪＞０的四阶抛物型方程，构造含参数的高精度两层差分格式．当参数满足一定的条件

时，局部截断误差阶最高可达到犗（τ２＋犺６），并且是绝对稳定的．特殊情况下，则为一个条件稳定的两层显格

式．数值例子表明，稳定性分析是正确的．
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考虑下列四阶抛物方程初边值问题
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＋犪

４狌

狓
４ ＝０，　　０＜狓＜１，　０＜狋≤犜，　犪＞０，
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
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狓
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
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烍

烌

烎
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１９６０年，Саульев在文献［１２］中对四阶抛物型方程（１）中犪＝１构造了一个显式差分格式，其截断误差

阶为犗（τ＋犺
２）．另外，他又提出了两个隐式差分格式，截断误差阶分别为犗（τ

２＋犺２）和犗（τ
２＋犺４）．文

献［３］给出四阶抛物方程的两层恒稳定隐格式，截断误差阶为犗（τ
２＋犺２＋（τ／犺）

２）．文献［４?５］用不同方

法给出了四阶抛物方程的三层绝对稳定隐式差分格式，截断误差阶达到犗（τ
２＋犺６）．文献［６?７］给出了四

阶抛物方程的两层高精度绝对稳定差分格式，当犪＝１时，截断误差阶达到犗（τ
２＋犺６）；而当犪≠１时，截

断误差不能达到犗（τ
２＋犺６）．本文对常系数四阶抛物型方程构造了含参数的高精度两层差分格式．

１　差分格式的构造

分别用τ，犺表示时间狋及空间狓方向的步长．设狉＝τ／犺
４ 为步长比，用狌狀犼 表示狌（犼犺，狀τ）的差分逼

近．网域由点集（狓犼，狋狀）组成，其中狓犼＝犼犺，狋狀＝狀τ，犺＝１／犕，犼＝０，１，２，…，犕；狀＝０，１，２，…．

构造两层含参数差分格式为

狌狀＋１犼 －狌
狀
犼

τ
＋犪

１

犺４
犔狓［θ狌

狀＋１
犼 ＋（１－θ）狌

狀
犼］＝０，　　０≤θ≤１． （２）

令犔狓＝δ
４
狓－
１

６
δ
６
狓＋

７

２４０
δ
８
狓．δ

４
狓，δ

６
狓，δ

８
狓 作用于狌犼时，算子系数如表１所示．

表１　各阶中心差分算子系数

Ｔａｂ．１　Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｆｏｒｅａｃｈｏｒｄｅｒ

系数 犼－４ 犼－３ 犼－２ 犼－１ 犼 犼＋１ 犼＋２ 犼＋３ 犼＋４

δ
４
狓 － － １ －４ ６ －４ １ － －

δ
６
狓 － １ －６ １５ －２０ １５ －６ １ －

δ
８
狓 １ －８ ２８ －５６ ７０ －５６ ２８ －８ １
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　　式（２）即为
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犼＋２）－

１２２

１５
（狌狀＋１犼－１＋狌

狀＋１
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或为
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狀
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　　特例１　当θ＝０时，格式（４）为两层显格式．即有

２４０狌狀＋１犼 ＋犪狉［７（狌
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狀
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　　特例２　当θ＝１／２时，格式（４）为时间方向对称的两层隐格式．即有
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狀
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２　截断误差分析

将格式（２）中各节点上的狌在网格点（狓犼，狋狀＋１／２）处展开的Ｔａｙｌｏｒ级数，则有
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　　将式（７），（８）代入式（２），经整理后可得
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其截断误差犚狀犼＝犪（θ－
１

２
）τ

５

狓
４
狋
狌（狓犼，狋狀＋１／２）＋犗（τ
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　　（１）当０＜θ≤１且θ≠１／２时，格式（４）为两层隐格式，截断误差阶为犗（τ＋犺
６）阶．

（２）当θ＝０时，格式（５）为两层显格式，截断误差阶为犗（τ＋犺
６）阶．

（３）当θ＝１／２时，格式（６）为两层隐格式，截断误差阶为犗（τ
２＋犺６）阶．

３　稳定性分析

令狉＝τ／犺
４，则格式（２）变为

狌狀＋１犼 －狌
狀
犼＋犪狉犔狓［θ狌

狀＋１
犼 ＋（１－θ）狌

狀
犼］＝０． （９）
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　　由Ｆｏｕｒｉｅｒ方法，将狌
狀
犼＝ρ

狀ｅｘｐ（ｉβ犼犺）（ 槡ｉ＝ －１）代入式（９），经整理可得

ρ－１＋犪狉犃（θρ＋１－θ）＝０． （１０）

式中：犃＝１６ｓｉｎ４（β
犺
２
）＋
３２

３
ｓｉｎ６（β

犺
２
）＋
１１２

１５
ｓｉｎ８（β

犺
２
）．这里，０≤犃≤３４

２

１５
，则有

ρ＝
１＋犪狉犃θ－犪狉犃
１＋犪狉犃θ

．

要使｜ρ｜≤１，即－２≤－
犪狉犃
１＋犪狉犃θ

≤０，由于犪狉犃≥０，不等式右边恒成立，故则只要－２≤－
犪狉犃
１＋犪狉犃θ

即

可．即有

犪狉犃（１－２θ）≤２． （１１）

　　（１）当１－２θ＝０，即θ＝１／２时，式（１１）恒成立，即格式（４）恒稳定．

（２）当１－２θ＜０，即１／２＜θ≤１时，式（１１）可化为

２

犪犃（１－２θ）
＜０＜狉．

不等式恒成立，即格式（４）恒稳定．

（３）当１－２θ＞０，即０≤θ＜１／２时，要使｜ρ｜≤１，需有

狉≤ｍｉｎ｛
５

犪犃（１－２θ）
｝≤

１５

２５６犪（１－２θ）
．

即格式（４）条件稳定．

对特例１（即式（５））为两层显格式，当狉≤１５／２５６犪时，格式（５）条件稳定．对特例２即式（６），为时

间方向对称的两层隐格式，格式（６）恒稳定．

由以上讨论，有下述定理．

　　定理１　当０≤θ＜１／２且狉≤１５／２５６犪时，格式（４）条件稳定．

　　定理２　当１／２≤θ≤１时，格式（４）恒稳定．

４　数值例子

考虑下列四阶抛物型初边值问题

　　　　
狌

狋
＋
１

１６

４狌

狓
４ ＝０，　　０＜狓＜

π
２
，　狋＞０，

　　　　　狌（狓，０）＝ｓｉｎ２狓，　　０≤狓≤
π
２
，

狌（０，狋）＝

２狌（０，狋）

狓
２ ＝狌（

π
２
，狋）＝


２狌（π
２
，狋）

狓
２ ＝０，　　狋＞０

烍

烌

烎
．

（１２）

图１　数值解与精确解比较

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｔｕｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

其精确解狌（狓，狋）＝ｅｘｐ（－狋）ｓｉｎ２狓．

取犺＝π／４０，将空间方向２０等分，时间步长按τ＝

狉犺４ 进行计算．初始条件用直接转移法转移，即狌０犼＝ｓｉｎ

２犼犺，边界条件处理同文献［６］，用中心差商代替微商．

对于网格函数狌００，狌
０
１…，狌

０
犕，有狌

狀
０＝狌

狀
犕＝０．作如下

周期延拓，即狌狀－１＝－狌
狀
１，狌

狀
－２＝－狌

狀
２，狌

狀
－３＝－狌

狀
３；狌

狀
犕＋１＝

－狌狀犕－１，狌
狀
犕＋２＝－狌

狀
犕－２，狌

狀
犕＋３＝－狌

狀
犕－３．

对于格式（４）的参数，分别取θ＝０，θ＝１／２，θ＝２／３．

当θ＝０时，由定理１，２可知：两层显格式（５）稳定条件

为０＜狉≤１５／２５６犪＝１５／１６．５００步后不同网格比的计算

结果，如表２，图１所示．
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表２　格式计算结果比较表

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｔａｂｌｅｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉａｌｒｅｓｕｌｔｓ

狓 θ
狉＝１／２

精确解　　　　　数值解

狉＝１５／１６

精确解　　　　　数值解

狉＝１

精确解　　　　　数值解

π
４０

π
１０

７π
４０

π
４

０ ０．１５４９５３４２１ ０．１５４９５３４０７ ０．１５３６６９０１４ ０．１５３６６８９６６ ０．１５３４８６３９９ ８５７．１６１１９０

１／２ ０．１５４９５３４２１ ０．１５４９５３４２１ ０．１５３６６９０１４ ０．１５３６６９０１４ ０．１５３４８６３９９ ０．１５３４８６３９９

２／３ ０．１５４９５３４２１ ０．１５４９５３４２６ ０．１５３６６９０１４ ０．１５３６６９０３１ ０．１５３４８６３９９ ０．１５３４８６４１７

０ ０．５８２２２０３９３ ０．５８２２２０３４０ ０．５７７３９４３７６ ０．５７７３９４１９３ ０．５７６７０８２１８ －３２１９．５３５２４

１／２ ０．５８２２２０３９３ ０．５８２２２０３９３ ０．５７７３９４３７６ ０．５７７３９４３７７ ０．５７６７０８２１８ ０．５７６７０８２１９

２／３ ０．５８２２２０３９３ ０．５８２２２０４１１ ０．５７７３９４３７６ ０．５７７３９４４３８ ０．５７６７０８２１８ ０．５７６７０８２８９

０ ０．８８２５７０９１６ ０．８８２５７０８３６ ０．８７５２５５２９８ ０．８７５２５５０２０ ０．８７４２１５１７１ ４８８２．１４８０１３

１／２ ０．８８２５７０９１６ ０．８８２５７０９１６ ０．８７５２５５２９８ ０．８７５２５５２９９ ０．８７４２１５１７１ ０．８７４２１５１７３

２／３ ０．８８２５７０９１６ ０．８８２５７０９４３ ０．８７５２５５２９８ ０．８７５２５５３９２ ０．８７４２１５１７１ ０．８７４２１５２７８

０ ０．９９０５３２４９５ ０．９９０５３２４０６ ０．９８２３２１９８５ ０．９８２３２１６７４ ０．９８１１５４６２４ －５４７７．４００５０２

１／２ ０．９９０５３２４９５ ０．９９０５３２４９６ ０．９８２３２１９８５ ０．９８２３２１９８７ ０．９８１１５４６２４ ０．９８１１５４６２５

２／３ ０．９９０５３２４９５ ０．９９０５３２５２６ ０．９８２３２１９８５ ０．９８２３２２０９１ ０．９８１１５４６２４ ０．９８１１５４７４４

　　由表格２和图１可看出：当θ＝１／２，θ＝２／３时，对狉取不同值，其数值解与精确解基本吻合；当θ＝０

时，其数值解与精确解在狉＝１／２，狉＝１５／１６时仍然基本吻合；而当狉＝１时发散．因此，计算结果与理论

分析一致．
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