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一类四阶微分方程积分边值问题正解的存在性
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摘要：　利用锥压缩锥拉伸不动点定理及一些分析技巧，建立一类四阶非线性微分方程的积分边值问题存在

一个及多个正解的充分条件，推广和改进ＺＨＡＮＧＸｕｅ?ｍｅｉ等人的研究结果．
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由于微分方程的边值问题具有广泛的应用背景，如热传导、等离子物理、化学工程和流体力学等方

面中的一些实际问题都与边值问题有关．因此，近年来，微分方程的边值问题受到许多学者的广泛关

注，并取得了不少的成果［１?１２］．对于边值问题

狓
（４）（狋）＝ω（狋）犳（狋，狓（狋），狓″（狋）），　　０＜狋＜１，

　　狓（０）＝∫
１

０
犵（狊）狓（狊）ｄ狊， 狓（１）＝犽１狓（０），

　　狓″（０）＝∫
１

０
犺（狊）狓″（狊）ｄ狊， 狓″（１）＝犽２狓″（０

烍

烌

烎
）

（１）

的正解存在性问题．其中：犽１≥０，犽２≥０．文献［１］研究了犽１＝０，犽２＝０时的边值问题（１）；文献［６］研究了

犽１＝１，犽２＝１，犳（狋，狓（狋），狓″（狋））＝犳（狋，狓（狋））时的边值问题（１）；文献［７?１０］讨论犵（狊）＝０，犺（狊）＝０时的

边值问题（１）．本文利用锥压缩锥拉伸不动点定理及一些分析技巧，建立了边值问题（１）存在一个及多

个正解的一些充分条件．

１　预备知识及引理

假设以下条件成立：

（Ｈ１）ω∈犆（（０，１），［０，＋∞）），且满足０＜∫
１

０
ω（狊）ｄ狊＜＋∞；

（Ｈ２）犳∈犆（［０，１］×［０，＋∞）×（－∞，０］，［０，＋∞））；

（Ｈ３）犵，犺∈犔
１［０，１］是非负函数且使得犝∈［０，１），犞∈［０，１），其中犝 ＝∫

１

０

（１－狏＋犽１狏）犵（狏）ｄ狏，

犞 ＝∫
１

０

（１－狏＋犽２狏）犺（狏）ｄ狏．

设犡是Ｂａｎａｃｈ空间，犓犡非空，且满足：（１）对任意狌，狏≥０，任意狓，狔∈犓，有狌狓＋狏狔∈犓；（２）

若狓∈犓，－狓∈犓，有狓＝０．那么称犓 为犡 中的一个锥．记犑＝［０，１］，空间犈＝犆
２［０，１］．

在空间犈中定义范数‖狓‖２＝‖狓‖＋‖狓″‖，其中‖狓‖＝ｍａｘ
０≤狋≤１
｜狓（狋）｜，‖狓″‖＝ｍａｘ

０≤狋≤１
｜狓″（狋）｜．则

犈在此范数‖狓‖２ 下成为一个Ｂａｎａｃｈ空间．

设犓 是犈 中的一个锥，记犓狉＝｛狓∈犓∶‖狓‖２≤狉｝，犓狉＝｛狓∈犓∶‖狓‖２≤狉｝，珡犓狉，犚＝｛狓∈犓∶

狉≤‖狓‖２≤犚｝．其中：０＜狉＜犚．
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　　引理１
［１３］
　（锥压缩锥拉伸不动点定理）设犡 是Ｂａｎａｃｈ空间，犘是犡 中的一个锥，Ω１ 和Ω２ 是犡

中的开集，且０∈Ω１，珚Ω１∈Ω２，犜∶犘∩珚Ω２／Ω１→犘是全连续算子，如果下列条件之一满足：

（１）若狓∈犘∩Ω１，则‖犜狓‖≤‖狓‖；若狓∈犘∩Ω２，则‖犜狓‖≥‖狓‖；

（２）若狓∈犘∩Ω１，则‖犜狓‖≥‖狓‖；若狓∈犘∩Ω２，则‖犜狓‖≤‖狓‖．则算子犜在犘∩（珚Ω２／

Ω１）中有不动点．

引理２　假设（Ｈ３）成立，以及狔∈犆（０，１）∩犔
１［０，１］，则边值问题

　　－狓″（狋）＝狔（狋），　 　狋∈ （０，１），

狓（０）＝∫
１

０
犵（狊）狓（狊）ｄ狊，　　狓（１）＝犽１狓（０

烍

烌

烎
），

（２）

有一个如下的解，即

狓（狋）＝∫
１

０
犎１（狋，狊）狔（狊）ｄ狊， （３）

犎１（狋，狊）＝犌（狋，狊）＋
１－狋＋犽１狋

１－犝∫
１

０
犌（狊，狏）犵（狏）ｄ狏， （４）

犌（狋，狊）＝
狋（１－狊），　　０≤狋≤狊≤１，

狊（１－狋），　　０≤狊≤狋≤１｛ ．
（５）

　　命题１　如果犝∈［０，１），显然当狋，狊∈（０，１），犎（狋，狊）＞０，犌（狋，狊）＞０；当犎（狋，狊）≥０，犌（狋，狊）≥０狋，狊∈

［０，１］．

　　命题２　当狋，狊∈［０，１］时，则有犌（狋，狊）≤犌（狋，狋），犌（狋，狊）≤犌（狊，狊），犌（狋，狊）≥ｍｉｎ｛狋，１－狋｝ｍｉｎ｛狊，１－

狊｝≥ｍｉｎ｛狋，１－狋｝狊（１－狊）＝ｍｉｎ｛狋，１－狋｝犌（狊，狊）．

　　命题３　ｍｉｎ｛狋，１－狋｝≤１－狋≤１－狋＋犽１狋≤ｍａｘ｛１，犽１｝，狋∈犑，犽１≥０．

　　命题４　如果犝∈［０，１），则当狋，狊∈［０，１］，有

ｍｉｎ｛狋，１－狋｝犌（狊，狊）＋
１

１－犝∫
１

０
犌（狊，狏）犵（狏）ｄ［ ］狏 ≤犎１（狋，狊）≤

犌（狊，狊）１＋
ｍａｘ｛１，犽１｝

１－犝∫
１

０
犵（狏）狋ｄ［ ］狏 ≤

１

４
１＋

ｍａｘ｛１，犽１｝

１－犝∫
１

０
犵（狏）狋ｄ［ ］狏 ＝∶η１． （６）

　　为了应用引理１，在犈＝犆
２［０，１］中定义如下的一个锥，即

犓 ＝ ｛狓∈犆
２［０，１］∶狓≥０，狓″≤０，狓（狋）≥

ｍｉｎ｛狋，１－狋｝

ｍａｘ｛１，犽１｝
‖狓‖，狓″（狋）≤

－ｍｉｎ｛狋，１－狋｝

ｍａｘ｛１，犽２｝
‖狓″‖｝． （７）

由此容易得到

狘狓（狋）狘＋狘狓″（狋）狘≥ ［ｍａｘ｛１，犽１，犽２｝］
－１ｍｉｎ｛狋，１－狋｝‖狓‖２，　　狋∈ ［０，１］，　狓∈犓． （８）

　　下面定义一个算子犜∶犓→犆
２［０，１］为

（犜狓）（狋）＝∫
１

０∫
１

０
犎１（狋，τ）犎２（τ，狊）ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄτｄ狊，　　狓∈犓． （９）

其中，犎１（狋，τ）由式（４）给出，即有

犎２（τ，狊）＝犌（τ，狊）＋
１－τ＋犽２τ
１－犞∫

１

０
犌（狊，狏）犺（狏）ｄ狏． （１０）

　　由犎１（狋，狊）及犎２（τ，狊）的表达式及命题４的证明，可得

命题５　如果犞∈［０，１），则当τ，狊∈［０，１］时，有犎２（τ，狊）≥０且

ｍｉｎ｛τ，１－τ｝犌（狊，狊）＋
１

１－犞∫
１

０
犌（狊，狏）犺（狏）ｄ［ ］狏 ≤犎２（τ，狊）≤

１

４
＋
ｍａｘ｛１，犽２｝

１－犞∫
１

０
犌（狏，狏）犺（狏）ｄ狏＝∶η２． （１１）

记

犎（狋，狊）＝∫
１

０
犎１（狋，τ）犎２（τ，狊）ｄτ． （１２）

　　命题６　如果条件（Ｈ３）成立，则有犎（狋，狊）＞０；狋，狊∈（０，１），即有
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０≤犎（狋，狊）≤
１

６
１＋

ｍａｘ｛１，犽１｝

１－犝∫
１

０
犵（狏）ｄ［ ］狏 ×

１

４
＋
ｍａｘ｛１，犽２｝

１－犞∫
１

０
狏（１－狏）犵（狏）ｄ［ ］狏 ＝∶η，　　狋，狊∈ ［０，１］． （１３）

　　从引理１及式（９）可得如下引理．

引理３　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立，如果狓（狋）∈犆
２［０，１］∩犓 是积分微分方程

狓（狋）＝ （犜狓）（狋）＝∫
１

０∫
１

０
犎１（狋，τ）犎２（τ，狊）ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄτｄ狊 （１４）

的解，那么，狓（狋）∈犆
２［０，１］∩犆

４（０，１），且狓（狋）是问题（１）的一个解．

引理４　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立，那么犜（犓）犓，而且犜∶犓→犓 是全连续的．

２　主要结果

记犳β＝ ｌｉｍ
｜狓｜＋｜狔｜→β

ｓｕｐｍａｘ
狋∈犑

犳（狋，狓，狔）

｜狓｜＋｜狔｜
，犳β＝ ｌｉｍ

｜狓｜＋｜狔｜→β

ｉｎｆｍｉｎ
狋∈犑

犳（狋，狓，狔）

｜狓｜＋｜狔｜
，以及

Δ１（犽１，犽２）＝∫
１－δ

δ

［ｍａｘ｛１，犽１，犽２｝］
－１ｍｉｎ｛狊，１－狊｝犎２（

１

２
，狊）ω（狊）ｄ狊，　　δ∈ （０，

１

２
），

Δ２（犽２）＝δ
２

∫
１－δ

δ
犎２（

１

２
，狊）ω（狊）ｄ狊，　　δ∈ （０，

１

２
），

１（犽１，犽２）＝ （η＋η２）∫
１

０
ω（狊）ｄ狊，

２ ＝
１

４

１

４

１＋∫
１

０
狊犵（狊）ｄ狊

１－∫
１

０

（１－狊）犵（狊）ｄ狊
＋

熿

燀

燄

燅

１ ×
１＋∫

１

０
狊犺（狊）ｄ狊

１－∫
１

０

（１－狊）犺（狊）ｄ狊
∫

１

０
ω（狊）ｄ狊．

　　定理１　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．如果１（犽１，犽２）犳
０
＜１＜Δ１（犽１，犽２）犳∞，则问题（１）至少有一个

正解．

证明　首先，由式（９）定义算子犜∶犓→犆
２［０，１］和引理４可知，犜∶犓→犓 是全连续的．其次，由式

（８）及命题６可得

‖犜狓‖ ≤∫
１

０
ηω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊． （１５）

又由命题５可得

‖（犜狓）″‖ ≤η２∫
１

０
ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊． （１６）

　　因为１（犽１，犽２）犳
０
＜１，故存在ε１＞０，使得１（犽１，犽２）（犳

０＋ε１）＜１．对此ε１＞０，存在狉１＞０，当狋∈

犑，（狓，狔）∈｛（狓，狔）∶０＜｜狓｜＋｜狔｜≤狉１｝时，就有犳（狋，狓，狔）≤（犳
０＋ε１）（｜狓｜＋｜狔｜）．所以，当狋∈犑，狓∈

犓狉
１
时，由式（１５），（１６）可得

‖（犜狓）‖＋‖（犜狓）″‖ ≤∫
１

０
ηω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊＋∫

１

０
η２ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊≤

（犳
０
＋ε１）∫

１

０

（η＋η２）ω（狊）（狘狓（狊）狘＋狘狓″（狊）狘）ｄ狊≤

（犳
０
＋ε１）１（犽１，犽２）·‖狓‖２ ≤ ‖狓‖２

即有

‖犜狓‖２ ≤ ‖狓‖２．

又由于Δ１（犽１，犽２）犳∞＞１，故存在ε２＞０，使得Δ１（犽１，犽２）（犳∞－ε２）＞１．对此ε２＞０，存在狉２２＞０，当狋∈犑，

｜狓｜＋｜狔｜≥狉２２时，就有犳（狋，狓，狔）≥（犳∞－ε２）（｜狓｜＋｜狔｜）．

记狉２＝ｍａｘ｛δ
－１狉２２ｍａｘ｛１，犽１，犽２｝，狉１＋１｝．从而当狓∈犓狉

２
时，可得

‖犜狓‖２ ≥狘（犜狓）″（１／２）狘≥

∫
１

０
犎２（１／２，狊）ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊≥∫

１－δ

δ
犎２（１／２，狊）ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊≥
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∫
１－δ

δ
犎２（１／２，狊）ω（狊）（犳∞ －ε２）（狘狓（狊）狘＋狘狓″（狊）狘）ｄ狊≥

∫
１－δ

δ
犎２（１／２，狊）ω（狊）（犳∞ －ε２）［ｍａｘ｛１，犽１，犽２｝］

－１ｍｉｎ｛狊，１－狊｝ｄ狊‖狓‖２ ≥ ‖狓‖２．

再由引理４可知算子犜∶犓∩（珡犓狉
２
／犓狉

１
）→犓 满足引理１中的所有条件．因此，由引理１可知犜有一个

不动点狓０∈珡犓狉
１
，狉
２
，狉１≤‖狓

０
‖≤狉２ 且狓（狋）≥ｍｉｎ｛狋，１－狋｝‖狓‖，狋∈犑．由引理２可知，问题（１）有一个正

解狓０．定理１证毕．

推论１　设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立，其中犽１＝０，犽２＝０，且假设２犳０＜１＜Δ２（０）犳∞．则在犽１＝犽２＝

０的情况下，问题（１）至少有一个正解．

证明　当犽１＝０，犽２＝０时，由式（１０），（１３）可得

１（０，０）＜ ２．

又因为

Δ１（０，０）＝∫
１－δ

δ
ｍｉｎ｛狊，１－狊｝犎２（１／２，狊）ω（狊）ｄ狊≥∫

１－δ

δ
δ犎２（１／２，狊）ω（狊）ｄ狊，

即δΔ１（０，０）≥Δ２（０），因此可得Δ１（０，０）＞２Δ２（０）＞Δ２（０）．

从 ２犳
０
＜１＜Δ２（０）犳∞可得，当犽１＝犽２＝０时，有１（０，０）犳

０
＜１＜Δ１（０，０）犳∞．故由定理１得此推

论的结论成立．证毕．

注１　推论１即是文［１］中的定理１，因此定理１比文［１］中的定理１的应用范围更广范且条件更

弱．

定理２　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．如果１（犽１，犽２）犳
∞
＜１＜Δ１（犽１，犽２）犳０，则问题（１）至少有一个

正解．

证明　已得犜∶犓→犓 是全连续的．又因Δ１（犽１，犽２）犳０＞１，故存在ε３＞０，使Δ１（犽１，犽２）（犳０－ε３）＞

１．对此ε３＞０，则存在狉３＞０，当狋∈犑，（狓，狔）∈｛（狓，狔）∶０＜｜狓｜＋｜狔｜≤狉３｝时，就有犳（狋，狓，狔）≥（犳０－ε３）

（｜狓｜＋｜狔｜）．所以，当狋∈犑，狓∈犓狉
３
，从而由式（８）可得

‖犜狓‖２ ＝ ‖犜狓‖＋‖（犜狓）″‖ ≥狘（犜狓）″（１／２）狘＝

狘－∫
１

０
犎２（１／２，狊）ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊狘≥

（犳０－ε３）∫
１

０
犎２（１／２，狊）ω（狊）（狘狓（狊）狘＋狘（狓″（狊）狘）ｄ狊≥

（犳０－ε３）∫
１－δ

δ
犎２（１／２，狊）ω（狊）［ｍａｘ｛１，犽１，犽２｝］

－１ｍｉｎ｛狊，１－狊｝ｄ狊‖狓‖２ ＝

（犳０－ε３）Δ１（犽１，犽２）‖狓‖２ ≥ ‖狓‖２．

　　又由于１（犽１，犽２）犳
∞
＜１，故存在ε４＞０，使得１（犽１，犽２）（犳

∞＋ε４）＜１．对此ε４＞０，存在狉４４＞０，当

狋∈犑，｜狓｜＋｜狔｜≥狉４４时，就有犳（狋，狓，狔）≤（犳０＋ε４）（｜狓｜＋｜狔｜）．

记犕＝ ｍａｘ
０≤｜狓｜＋｜狔｜≤狉４４

，狋∈犑
犳（狋，狓，狔），则对于狋∈犑，狓∈犚

＋，狔∈犚
－，有０≤犳（狋，狓，狔）≤（犳０＋ε４）（｜狓｜＋

｜狔｜）＋犕．记狉４＝ｍａｘ｛狉４４，狉３，犕１（犽１，犽２）（１－１（犽１，犽２）（犳
∞＋ε４））

－１｝．则当狋∈犑，狓∈犓狉
４
时，由式

（１５），（１６）可得

‖犜狓‖＋‖（犜狓）″‖ ≤∫
１

０
ηω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊＋∫

１

０
η２ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊≤

∫
１

０

（η＋η２）ω（狊）［（狘狓（狊）狘＋狘狓″（狊）狘）（犳
∞
＋ε４）＋犕］ｄ狊≤

（犳∞ ＋ε４）∫
１

０

（η＋η２）ω（狊）ｄ狊‖狓‖２＋犕１（犽１，犽２）≤

１（犽１，犽２）（犳
∞
＋ε４）狉４＋狉４（１－１（犽１，犽２）（犳

∞
＋ε４））＝狉４ ＝ ‖狓‖２．

　　再由引理４可知，算子犜∶犓∩（珡犓狉
３
／犓狉

４
）→犓 满足引理１中的所有条件．由引理１可知犜有一个

不动点狓０∈珡犓狉
３
，狉
４
，狉３≤‖狓

０
‖≤狉４ 且狓（狋）≥ｍｉｎ｛狋，１－狋｝‖狓‖，狋∈犑．因此，由引理２可知，问题（１）有

一个正解狓０．定理２证毕．
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推论２　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立，其中犽１＝０，犽２＝０，且假设０犳
∞
＜１＜Δ２（０）犳０，则在犽１＝０＝

犽２＝０的情况下的问题（１）至少有一个正解．

证明　已证１（０，０）＜２，Δ１（０，０）＞２（０）；又由２犳
∞
＜１＜Δ２（０）犳０，可得１（０，０）犳

∞
＜１＜

Δ１（０，０）犳０．

由定理２即得推论１．证毕．

注２　推论２即是文［１］中的定理２．

定理３　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．并且满足下列条件：

（Ｈ４）Δ１（犽１，犽２）犳∞＞１，Δ１（犽１，犽２）犳０＞１；

（Ｈ５）存在犫＞０，使得犕３＝ｍａｘ｛犳（狋，狓，狔）：狋∈犑，｜狓｜＋｜狔｜≤犫｝＜［（犽１，犽２）］
－１犫．那么，问题（１）

至少有两个正解．

证明　因为Δ１（犽１，犽２）犳０＞１，由定理２的证明可知，存在０＞狉５＞犫，使得‖犜狓‖２≥‖狓‖２，其中

狓∈犓狉
５
，‖狓‖２＝狉５

又由于Δ１（犽１，犽２）犳∞＞１，由定理１的证明可知，存在狉６＞犫，使得‖犜狓‖２≥‖狓‖２，其中狓∈犓狉６，

‖狓‖２＝狉６．又由条件（Ｈ５）得，当狓∈犓犫，有

‖犜狓‖＋‖（犜狓）″‖ ≤∫
１

０
ηω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊＋∫

１

０
η２ω（狊）犳（狊，狓（狊），狓″（狊））ｄ狊≤

（η２＋η）∫
１

０
犕３ω（狊）ｄ狊≤犕３（犽１，犽２）＜犫＝ ‖狓‖２．

即得狓∈犓犫 时，有‖犜狓‖２＜犫＝‖狓‖２．

再由引理４可知，算子犜∶犓∩（珡犓犫／犓狉
５
）→犓 及犜∶犓∩（珡犓狉

６
／犓犫）→犓 满足引理１中的所有条件．

由引理１可知犜有一个不动点狓０∈珡犓狉
５
，犫，狉５≤‖狓

０
‖≤犫，又有一个不动点狓∈珡犓犫，狉

６
，犫≤‖狓‖≤狉６．

又由‖犜狓‖２＜犫＝‖狓‖２，可知‖狓
０
‖≠犫，‖狓‖≠犫．因此，由引理２可知问题（１）至少有两个正解．

定理３证毕．

３　例子

考虑以下四阶边值问题

狓
（４）（狋）＝ω（狋）犳（狋，狓（狋），狓″（狋）），　　０＜狋＜１，

　　　狓（０）＝∫
１

０
犵（狊）狓（狊）ｄ狊， 狓（１）＝犽１狓（０），

　　狓″（０）＝∫
１

０
犺（狊）狓″（狊）ｄ狊， 狓″（１）＝犽２狓″（０）．

其中：犽２＝犽１＝０，犳（狋，狓，狔）＝（１＋ｓｉｎ
π
２
狋）（｜狓｜＋｜狔｜）＋３０｜ｓｉｎ（｜狓｜＋｜狔｜）｜，ω（狋）＝２狋

２，犵（狋）＝狋，

犺（狋）＝２狋．经计算得犝 ＝∫
１

０

（１－狊）犵（狊）ｄ狊＝∫
１

０

（１－狊）狊ｄ狊＝
１

６
，犞＝∫

１

０

（１－狊）犺（狊）ｄ狊＝２∫
１

０

（１－狊）狊ｄ狊＝

１

３
，１（０，０）＝０．４２２２，２＝０．５８３３，Δ１（０，０）＝０．０３４６，

在此例中，关于Δ２（０）的不等式对于任意的δ∈（０，１／２）都是成立的，即

Δ２（０）＝δ
２

∫
１－δ

δ
犎２（１／２，狊）ω（狊）ｄ狊＝δ

２ （３
８
狊４－

１

１２
狊６）狘

０．５

δ
＋（
１

３
狊３－

１

８
狊４－

１

１２
狊６）狘

１－δ

０．［ ］５ ＜

δ
２（３
８
狊４）狘

０．５

δ
＋δ

２（１
３
狊３）狘

１－δ

０．５
＝
３

８
δ
２（０．５４－δ

４）＋
１

３
δ
２（（１－δ）

３
－０．５

３）＜

δ
２（１
３
（１－δ）

３）≤
３６

３１２５
，

犳
∞
＝２，　　犳０ ＝３１．

　　显然，有１（０，０）犳
∞
＜１＜Δ１（０，０）犳０，故由定理２可得该问题至少有一个正解．但由于２犳

∞
＞１，

Δ２（０）犳０＜１，即２犳
∞
＜１＜Δ２（０）犳０ 不成立，故文献［１］中的定理２得不到该结论．
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ｌｉｓｈｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｏｎｅａｎｄｍｕｌｔｉｐｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｂｏｕｎｄａｒｙ?ｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ

ｏｆｆｏｕｒｔｈ?ｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｉｎｔｅｇｒａｌｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｏｕｒｒｅｓｕｌｔｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅａｎｄｉｍｐｒｏｖｅＺＨＡＮＧＸｕｅ?

ｍｅｉｅｔａｌ′ｓｒｅｓｕｌｔｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｃｏｎｅ；ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｉｎｔｅｇｒａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ；ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ；ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍ
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