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基于弹簧?质点模型的三角网格曲面

展开算法及其应用

韩林，刘斌

（华侨大学 机电及自动化学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　提出一种自调整初始展开方法，对基于弹簧?质点模型的展开优化算法进行改进，保证其初始展开平

面的拓扑完整性．同时，为了防止模型迭代发散，采用对能量释放前后误差进行判断的方法，有效地遏制算法

的发散．最后，将算法应用于制造领域，试验结果表明算法可取得较高质量的展开平面．
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在产品设计和制造领域中，许多产品的外形为数学意义上的不可展曲面（高斯曲率犓≠０），例如船

舶、汽车、飞机的外壳，鞋帮面和服装等，但为了设计和制造产品，通常需要得到具有复杂三维曲面产品

的二维展平外形图．在计算机图形（ｃｏｍｐｕｔｅｒｇｒａｐｈｉｃｓ，ＣＧ）领域中，由于曲面本身的复杂性，对曲面的

某些操作需要借助曲面的二维展开结果来实现，如曲面参数化、纹理映射等．因此，对三维曲面的二维展

开研究，具有重要的理论意义和工程应用价值．自２０世纪８０年代以来，曲面展开一直是ＣＡＤ＆ＣＧ领

域研究的热点，国内外众多学者针对不同应用领域，采用不同的展开方法进行了一系列的研究．在众多

展开方法中，几何展平法以其变形小、计算高效（无需求解大量线性方程组）等优点，受到产品设计领域

研究人员的青睐．Ｓｏｒｋｉｎｅ等
［１］给出了由种子三角形开始，逐个展开曲面上三角形的方法；王昌凌等［２］给

出了类似的方法；陈功等［３］也采用类似方法并进行改进．针对能量释放中的时间步长，严国彪等
［４］提出

了一种调整式．上述方法虽然解决了大部分曲面展开问题，但是对表面曲率变化较大的复杂曲面进行试

验时，仍存在一些问题，如初始几何展开时，由于大量三角片的约束展开，出现构不成三角网格的情况；

对初始展开平面利用弹簧?质点模型进行力学修正时，出现震荡发散现象，等等．基于此，本文提出一种

自调整初始展开方法，使算法更加健壮有效，并在进行能量释放时，运用误差对比，遏制算法的发散．

１　曲面展开的弹簧?质点模型

１．１　建立模型

非可展曲面到平面的近似展开可归纳为一个无约束的极值问题［５］．其基本思想是保持展开前后曲

面上所有网格点之间距离变化最小，即将已知的曲面划分成网格，将三维的网格点映射到二维平面上，

实现近似展开．在初始几何展开的基础上建立弹簧?质点模型，进行能量释放，该过程符合并展现了极值

展开的这一基本思想．

三维网格曲面初始展开后，得到二维的三角网格平面，据此可以建立弹簧?质点模型，将网格上的点

作为质点，边作为弹簧．图１为犘０ 与其一环邻域的原始相对位置及变形后的受力情形．图１中：犘０ 为

质点，质点犘０ 和其他点之间的连接边视为弹簧．由于不可展曲面的初始展开存在变形，初始展开后犘０
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（ａ）原始相对位置 （ｂ）变形后

图１　质点犘０ 的受力情况

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅ犘０

与其一环邻域的相对位置如图１（ｂ）所示，那么与犘０ 相

连的边，由于变形（被压缩或拉伸）而存储能量．

在曲面展开成平面的过程中，如果平面网格中的边

比对应的空间网格边长，则对质点产生拉力（图１（ｂ）中

犘１，犘２，犘５，犘６ 对犘０ 产生拉力）；反之，则施以推力（图１

（ｂ）中犘３，犘４ 对犘０ 产生推力）．质点犘０ 在弹簧力的作

用下向所受力的合力方向移动，最终会达到一个稳定的

最优状态．

在弹簧?质点模型中，系统的物理量与几何量相对应，如力、弹性变形能及质量、面密度是由网格节

点间的距离和三角片的面积确定的．由于能量是状态的单值函数，与过程无关，所以能量的关系式比较

容易列出．定义质点犘犻的弹性变形能与弹性力为
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式（１）中：犆为弹簧弹性变形系数；｜犘犻犘犼｜为曲面展开后的平面上犘犻到犘犼 的距离；犱犼 为空间曲面上的

犘犻到犘犼的距离；狀犘犻犘犼是从犘犻指向犘犼的单位矢量；狀为质点犘犻相邻的质点数．

在曲面展开过程中，质点的运动可以用拉格朗日方程来描述，即

犕̈狇＋犇狇＋犓狇＝犵狇＋犳犵． （２）

式（２）中：犕，犇和犓 分别为系统的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵；犵狇 为局部自由度与全局自由度之差

引起的系统内力；犳狇为系统外力．

在弹簧?质系统中，质点运动中的时间间隔Δ狋很小，质点犘犻的加速度可被认为是常量，则整个系统

中的各个质点处于平衡．利用欧拉法求解拉格朗日方程，可得到
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式（３）中：犿犻是节点犘犻的质量；ζ是曲面的面密度；犳犻（狋）是作用在节点犘犻 上的弹性力；犃犽 是包含节点

犘犻的所有三角形中第犽个三角形的面积；̈狇（狋）是节点犘犻的加速度；狇（狋）是节点犘犻的速度；狇犻（狋）是节点

犘犻在时间狋的位置．这里，面密度ζ并非真正意义上的曲面面密度，在多数基于物理的模型中，ζ和犆 只

是使变形更为有效的参数［６］．

１．２　算法中的误差及评判准则

一般采用面积误差、边长误差和角度误差作为展开精度的评定标准．本文的误差计算方法主要为面

积误差和边长误差，计算式如下

犈Ｓ＝∑狘犃－犃′狘／∑犃，　　犈Ｃ ＝∑狘犔－犔′狘／∑犔． （４）

式（４）中：犈Ｓ，犈Ｃ 分别为相对面积误差和相对边长误差；犃，犃′分别是曲面片展开前的实际面积和展开后

所对应的面积；犔，犔′分别为曲面展开前网格的边长实际长度和展开后网格的边长所对应的长度．

２　网格曲面展开算法及其改进

２．１　曲面网格的初始展开

利用三角形法对曲面三角网格进行初始展开．首先，从网格曲面上选取第１个三角片，该三角片称

为基三角片，将其不变形地展开到平面上；其次，以展开的三角片为基础，将其相邻的三角片依次展开，

直到全部展开到平面上．此展开过程中，三角片展开分为约束三角片展开和无约束三角片展开．

大量实验表明，基三角片的位置选取对初始展开的质量具有重要影响［７］，文中采用文献［３］中所述
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方法，将基三角片选在网格中心．

２．１．１　无约束三角片展开　图２为无约束三角片展开．假定在网格曲面上，犜是与犜１ 相邻的三角片，

犙１犙２ 是它们的公共边．设三角片犜１ 已经展开到二维平面上，而三角片犜还未展开，即犜的两个点犙１

和犙２ 的位置已经在二维平面确定（即２（ｂ）中的犘１ 和犘２）．此时，三角片犜上的第３点犙３ 可以由两个

圆的交点来确定，这两圆分别以犘１ 和犘２ 为圆心，以狉１，３和狉２，３为半径．狉１，３和狉２，３分别是三维网格中

犙１犙３ 和犙２犙３ 的欧氏距离．

图２（ｂ）中的阴影三角片表示已经展开．当曲面是可展曲面时，三角片犜在二维平面所确定的犘３ 的

位置，与其他包含点犘３ 的三角片在二维平面所确定的位置一致，即不发生变形扭曲；当曲面是不可展

曲面时，点位置有可能不一致，这时候就会有层叠和裂缝的现象产生．因此，为保证拓扑完整，须采用约

束三角片展开．

２．１．２　约束三角片展开　图３为约束三角片展开．在图３（ａ）中，三角片犜与己经展平的三角片犜１ 和

犜２ 都有共边时，由犜２ 决定的犙３ 在二维平面上的位置为犘′３，如图３（ｂ）所示（阴影部分表示已经展开的

三角片）．如果采用无约束的三角片展开方法，那么由三角片犜产生的两圆的交点将为另一位置犘″３，此

时，可用一个平均位置来初步解决这种矛盾，从而产生犙３ 在平面上的唯一位置．此方法可以保证三维

曲面上的点到二维平面上点的一一对应，但是会导致三角片的扭曲变形而产生误差．

（ａ）三维三角网格曲面 （ｂ）二维平面展开 （ａ）三维三角网格曲面 （ｂ）二维平面展开

图２　无约束三角片展开 图３　约束三角片展开
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２．１．３　自调整方法　由于约束三角片展开方法的大量使用，可能会出现从空间三角片取出的对应两边

边长与已经展开的当前边的长度构不成三角形的情形．因此，针对此类情况，需要进行自调整，以保证拓

扑完整．由约束三角片展开逐渐积累的误差，往往会导致展开的中断．误差中断的原因是｜犘１犘２｜＞狉１＋

狉２ 或者｜犘１犘２｜＜｜狉１－狉２｜．此时３个长度不能构成三角形，也就无法通过交点计算出第３点的位置．为

了得到第３点，提出了一种简单有效的自调整方法，如图４所示．

（ａ）三角网格曲面 （ｂ）三角形法计算失败 （ｃ）原因分析　

　　　（ｄ）解决方法 （ｅ）自调整方法展开结果

图４　自调整展开
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设犙１ 和犙２ 为空间曲面网格上同一个三角片上的两点，犘１ 和犘２ 分别为犙１ 和犙２ 在二维展开平面

上的对应点，点犙３ 是该三角片的第３点，狉１和狉２ 分别为犙１ 和犙２ 到犙３ 的欧氏距离，如图４（ｄ）所示．由

于误差的积累，展平到平面上的犘１犘２ 已经严重变形，如果仍然以狉１和狉２ 做为半径，利用圆弧求交寻找

第３点，则必然导致失败，因为不满足构成三角的条件；如果试图改变犘１犘２ 的长度，就会影响到其他已

经展开的三角片，从而引入更多误差，得不偿失．在保证点犘１和犘２ 位置不变的前提下，提出一种自动调

整第３点犘３ 的方法并提出调整因子、虚拟边长等概念．调整计算式为

犾＝
狘犘１犘２狘

狘犙１犙２狘
，　　犾∈ （０，＋∞）， （５）

狉′犻＝犾·狉犻，　　犻＝１，２． （６）

式（５），（６）中：犾称为调整因子；狉＇犻为虚拟边长（图１（ｄ）中的虚线）．

根据三角形相似的原理，通过调整后构成的三角形与原三角形相似，必然可以构成三角形．此时，

以犘犻为圆心，以狉＇１ 为半径，就可确定第３点的位置，图４（ｅ）是用上述方法处理的结果．当｜犘１犘２｜＞狉１＋

狉２ 时，犾∈（１，＋∞）；当｜犘１犘２｜＜｜狉１－狉２｜时，犾∈（０，１）．由于自调整方法所使用的量都可以在计算三角

片的第３点时得到，因此，不增加算法的时间复杂度．经自调整之后虽然可以获得第３点的位置，但是引

起了三角片一定比例变形，这些变形将产生弹性能量，对此可以建立弹簧?质点模型，进行能量的释放．

２．２　弹簧?质点模型的能量释放

曲面上所有网格化三角形是根据上述方法展开为平面三角形后，得到曲面的初始展开平面网格．

由式（１）～（３），即可根据各质点当前时刻的速度、位置、受力等迭代计算出下一时刻的各质点的加速度、

速度、位置等信息，而循环终止的条件则是达到曲面展开的误差阈值或者迭代次数达到了系统设定的最

大值．用式（１）计算三角网格上的每个点的能量，通过释放能量来改善展开的平面．如果整张展开网格曲

面犿个离散点，则所有离散点的展开变形能为

犈（）＝∑
犿

犻＝１

犈（犘犻）． （７）

　　该值的大小反映曲面整体展开变形程度．为了减小展开的变形，需要能最大程度地减小变形能，进

行变形能的释放．大部分情况下，算法是收敛的，但是，当三角网格划分的质量不佳时，容易造成算法的

图５　曲面展开的算法流程图
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发散．

针对发散问题，采用了一种遏制发散的方

法．该方法通过每次能量释放后，计算相对误

差（相对面积误差和相对边长误差），记录当前

误差值（犈Ｓ＋犈Ｃ），并和前一次的误差值（犈Ｓ＋

犈Ｃ）＇进行比较，如果（犈Ｓ＋犈Ｃ）＜（犈Ｓ＋犈Ｃ）＇，表

明变形能正在释放，算法目前是收敛的；如果

（犈Ｓ＋犈Ｃ）＞（犈Ｓ＋犈Ｓ）＇，并且记录次数狀．当大

于设定的次数时，表明正在发散，结束能量释

放．

２．３　曲面展开的算法流程

曲面展开的算法流程图，如图５所示．算

法有如下７个主要步骤．

（１）建立３个集合犞，犃和犉．犞 为包含所

有尚未展开的曲面三角形的集合；犃为有序活

动集合，即从集合犞 中挑选出来的三角形集

合，这些三角形是与已展开三角形共边而将要被展开的三角形；犉为所有已展开到二维平面的三角形集

合．对这３个集合进行初始化，把所有要展开的空间三角形添加到集合犞 中，置集合犃和犉 为空．

（２）从犞 集中选择展开基三角形犜０．一般在曲面的对称中心或曲率较大的部位选择该三角面片；

然后，将该三角面片无约束展开在平面上任意位置，并将该基三角形从犞 中删除，直接加入到犉中．
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（３）在犞 集中寻找与基本三角形犜０ 共边的所有三角形｛犜犻｝，将这些三角形加入到犃集中，并从犞

中减去这些三角形．

（４）判断犃集是否为空．如果不为空，则从犃集中取出下一个三角形犜犼，并按步骤（５）或步骤（６）的

方法展开；如果犃 集为空则判断犞 集是否为空，如果犞 集为空则转到步骤（７）执行，否则转到步骤（３）

执行．

（５）如果计算的第３点可以构成三角形 （其余两点已在展开集犉的某个三角形中），此时采用普通

展开方法，并将三角形犜犻加入到展开集犉 中，从犃 中减去犜犻，转到步骤（４）．

（６）如果计算的第３点不能构成三角形，则采用自调整展开方法，调整后将三角形犜犻 加入到展开

集犉 中，从犃 中减去，然后转到步骤（４）．

（７）进行能量的释放，并计算面积误差犈Ｓ，边长误差犈Ｃ 和所有离散点的展开变形能犈（φ）．令当前

的误差值和前一次的误差值比较，判断是否发散，同时判断它们的值是否是在阀值内，若误差都小于阀

值或者迭代发散，则结束；若大于阀值且不发散，则回到步骤（３）重新进行能量释放，直到超过迭代次数

犖 为止．

３　曲面展开的应用

在皮鞋生产过程中，为了确定缝制三维鞋帮曲面所需的二维材料的轮廓，包括直接从鞋楦设计中取

得的曲面还原成符合质量要求，可以直接投入批量生产的二维鞋样，都需要用到曲面展开的方法．将

上述三维曲面的展平算法应用于楦面展平中，结果如图６所示．该曲面的顶点数是１１３９个，三角片个

数是２１２９，采取改进算法后，其面积误差为０．０４１４，边长误差为０．００６３，基本符合精度要求．

图６　曲面展开技术应用于鞋帮设计

Ｆｉｇ．６　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｓｕｒｆａｃｅｆｌａｔｔｅｎｉｎｇｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｉｎｓｈｏｅｐａｔｔｅｒｎｄｅｓｉｇｎ

在板料成形中，预估坯料是缩短设计与生产周期的关键步骤之一．因此，将曲面展开算法应用于板

料拉延成形中的坯料预估，如图７所示．该曲面顶点数是７５７个，三角片个数是１１４６，采取改进算法后，

其面积误差为０．０５６２，边长误差为０．０４０７，平均相对误差为０．０４８．用商业软件ＤＹＮＡＦＯＲＭ对该模

型进行模拟展开，相对误差是０．０３４０．表明，改进算法基本实现了板料成型毛坯料的快速估计．

图７　曲面展开技术应用于坯料预估

Ｆｉｇ．７　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｓｕｒｆａｃｅｆｌａｔｔｅｎｉｎｇｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｉｎｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｌａｎｋｓｈａｐｅ
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４　结束语

针对几何展开／力学修正的曲面展开算法中存在的不足，提出一种新的改进算法，并将算法应用于

某些制造领域．试验结果表明，算法可取得较高质量的展开平面．该算法不仅可以适用于可展曲面的展

开，对于复杂不可展曲面也可实现较高精度的展开，具有较强的通用性．
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