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组合犓犱犞?犿犓犱犞方程的多辛犉狅狌狉犻犲狉拟谱格式

王志焕，黄浪扬

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ空间体系下的多辛理论，提出组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程的一个多辛方程组．通过离散此方

程组，得到原方程的一个多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式，以及格式的全离散多辛守恒律．由数值结果可知，多辛Ｆｏｕ

ｒｉｅｒ拟谱格式能很好地模拟孤立波运动的波形，不出现振荡现象，且在空间方向具有较高的精度和收敛阶．
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１９７０年，Ｔａｐｐｅｒｔｆｄ在文献［１］中首先提出了组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程，即

狌狋＋α狌狌狓＋β狌
２狌狓＋γ狌狓狓狓 ＝０． （１）

式（１）中：α，β，γ为实数．组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程能很好地描述在具有非谐束缚粒子的一维非线性晶格中

的波的传播；特别地，在等离子体物理中，方程（１）描述了无Ｌａｎｄａｕ衰变小振幅离子声波的传播；在固

体物理中，方程（１）被用于解释通过氟化钠单晶的热脉冲传播．谱方法以其指数阶精度和良好的稳定性

得到了广泛的研究和应用．在已有文献中，虽然对 ＫｄＶ方程及 ｍＫｄＶ方程多辛算法的研究已经很

多［２?５］，但对此类方程保结构谱方法［６?８］的研究却很少．本文研究满足周期边界条件的组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ

方程的多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱方法，同时导出其离散多辛守恒律．

１　组合犓犱犞?犿犓犱犞方程的多辛方程组及其守恒律

将满足周期边界条件的组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程（１）改写为

狌狋＋犌″（狌）狌狓＋γ狌狓狓狓 ＝０． （２）

式（２）中：犌″（狌）＝α狌＋β狌
２．根据由Ｂｒｉｄｇｅｓ和 Ｒｅｉｃｈ引入的多辛积分的概念，对于式（２）引入正则动量

狌狋＝狏狓，φ狓＝－狌／２，狌狓＝－狑，可改写成多辛方程组，即有

犕狋狕＋犓狓狕＝ 狕犛（狕），　　狕∈犚
４，　（狓，狋）∈犚

２． （３）

式（３）中：犕＝

０ －１ ０ ０

１ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

；犓＝

０ ０ １ ０

０ ０ ０ γ

－１ ０ ０ ０

０ －γ

熿

燀

燄

燅０ ０

；狕＝

φ

狌

狏

熿

燀

燄

燅狑

；；狕 为光滑函数犛∶犚
４
→犚的梯度

算子 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数犛（狕）＝犌（狌）＋１／２（狌狏＋γ狑
２）．多辛方程组（３）具有重要的多辛守恒律，有



狋
ω＋



狓
κ＝０． （４）

式（４）中：ω和κ为预辛形式；ω＝
１

２
ｄ狕Λ犕ｄ狕；κ＝

１

２
ｄ狕Λ犓ｄ狕．

对组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程，其多辛守恒律为



狋
（ｄ狌Λｄφ）＋



狓
（ｄφΛｄ狏＋γｄ狌Λｄ狑）＝０．
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其中：Λ为外积算子．求解多辛方程组（３）的数值方法可表示为

犕犼
，狀
狋狕犼，狀＋犓

犼，狀
狓狕犼，狀 ＝ 狕犛（狕犼，狀）． （５）

式（５）中：狕犼，狀＝狕（狓犼，狋狀）＝狕（犼·犺，狀·τ）；犺和τ分别是空间步长和时间步长；
犼，狀
狋 ，犼

，狀
狓 分别为算子狋，狓

的离散．Ｂｒｉｄｇｅｓ称能保持多辛守恒律（４）的离散形式的格式为多辛格式．

２　多辛犉狅狌狉犻犲狉拟谱格式

多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式，就是将式（５）中的犼
，狀
狓 取为Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱算子，再用中点Ｅｕｌｅｒ方法对犼

，狀
狋 进

行数值求解．先简单介绍将Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱方法应用于多辛系统的主要结果
［６?８］．

假设狕（狓，狋）是以犔为周期的光滑函数组，狕（狓，狋）在配置点（狓犼＝犼·犔／犖，犼＝０，１，…，犖－１；其中犖

为偶数）处的插值近似用犐犖狕（狓，狋）表示，且其形式为

犐犖狕（狓，狋）＝∑
犖－１

犼＝０

狕犼
１

犖 ∑
犖／２

犾＝－犖／２

１

犮犾
ｅｘｐ（ｉ犾μ（狓－狓犼（ ）））＝

∑
犖／２

犾＝－犖／２

１

犖犮犾∑
犖－１

犼＝０

狕犼ｅｘｐ（－ｉ犾μ狓犼（ ））ｅｘｐ（ｉ犾μ狓）． （６）

式（６）中：狕犼＝狕（狓犼，狋）；犮犾＝１（｜犾｜≠
犖
２
；犮－犖／２＝犮犖／２＝２；μ＝２π／犔．若记犵犼（狓）＝

１

犖 ∑
犖／２

犾＝－犖／２

１

犮犾
ｅｘｐ（ｉ犾μ（狓－

狓犼）），则犵犼（狓犽）＝δ
犽
犼．从而有犐犖狕（狓犼，狋）＝狕犼．这里，犼＝０，１，…，犖－１．

为了得到关于狕犼的方程，将式（６）代入多辛方程组（３），并要求方程组（３）在配置点精确成立，即有

［犕（犐犖狕（狓，狋））狋＋犓（犐犖狕（狓，狋））狓］狘狓＝狓
犼
＝ 狕犛（狕犼），　　犼＝０，１，…，犖－１． （７）

　　这里的关键是，用狕犼来表示偏导数
犽犐犖狕（狓，狋）／狓

犽 在配置点狓犼 处的值．为解决此问题，对式（６）求

微分，并计算它在点狓犼处的值，可得


犽犐犖狕（狓犼，狋）

狓
犽 ＝∑

犖－１

狀＝０

狕狀
ｄ犽犵狀（狓犼）

ｄ狓犽
＝ （犇犽狕）犼． （８）

其中：狕＝（狕０，狕１，…，狕犖－１）
Ｔ；犇犽 为一犖×犖 矩阵，（犇犽）犼，狀＝

ｄ犽犵狀（狓犼）

ｄ狓犽
，称为犽阶谱微分矩阵．通过计

算［７］可以得到

（犇１）犼，狀 ＝

１

２μ
（－１）犼＋

狀ｃｏｔ（μ
狓犼－狓狀
２

），　　犼≠狀，

　　　　　０，　　　　　　　　犼＝狀

烅

烄

烆 ．

（９）

　　现将组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程的多辛方程组（３）改写为分量形式，有

　　－狌狋＋狏狓 ＝０，

φ狋＋γ狑狓 ＝
１

２
狏＋犌′（狌），

　　－φ狓 ＝
１

２
狌，

　　－γ狌狓 ＝γ狑

烍

烌

烎．

（１０）

　　首先，对式（１０）在时间方向不离散，在空间方向用Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱方法进行离散．利用谱微分矩阵，

可得组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程的Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱半离散格式为

　　－
ｄ

ｄ狋
狌犼＋（犇１狏）犼 ＝０，

ｄ

ｄ狋φ
犼＋γ（犇１狑）犼 ＝

１

２
狏犼＋犌′（狌犼），

　　　－（犇１φ）犼 ＝
１

２
狌犼，

　　　－γ（犇１狌）犼 ＝γ狑犼

烍

烌

烎．

（１１）

其中：犼＝０，１，…，犖－１；狌＝（狌０，…，狌犖－１）
Ｔ；狏＝（狏０，…，狏犖－１）

Ｔ 等．
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其次，在时间方向用Ｅｕｌｅｒ中点格式对Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱半离散格式（１１）进行离散，可以得到组合ＫｄＶ?

ｍＫｄＶ方程的多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱离散格式为

　　　－
狌狀＋１犼 －狌

狀
犼

τ
＋（犇１狏

狀＋１／２）犼 ＝０，

φ
狀＋１
犼 －φ

狀
犼

τ
＋γ（犇１狑

狀＋１／２）犼 ＝
１

２
狏狀＋１

／２
犼 ＋犌′（狌

狀＋１／２
犼 ），

　　　　－（犇１φ
狀＋１／２）犼 ＝

１

２
狌狀＋１

／２
犼 ，

　　　　－γ（犇１狌
狀＋１／２）犼 ＝γ狑

狀＋１／２
犼

烍

烌

烎．

（１２）

其中：犼＝０，１，…，犖－１；τ为时间步长；狌
狀＋１／２＝

１

２
（狌狀＋狌狀＋１），狌狀＋１

／２
犼 ＝

１

２
（狌狀犼＋狌

狀＋１
犼 ）等．

命题１
［７］
　多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式（１２）具有犖 个全离散的多辛守恒律，即

ω
狀＋１
犼 －ω

狀
犼

τ
＋∑

犖－１

犽＝０

（犇１）犼，犽犓
狀＋１／２
犼，犽 ＝０，　　犼＝０，１，…，犖－１． （１３）

其中：ω
狀
犼＝
１

２
ｄ狕狀犼Λ犕ｄ狕

狀
犼；κ

狀＋１／２
犼，犽 ＝

１

２
［ｄ狕狀＋１

／２
犼 Λ犓ｄ狕

狀＋１／２
犽 ＋ｄ狕狀＋１

／２
犽 Λ犓ｄ狕

狀＋１／２
犼 ］．

于是，对多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式（１２），其全离散多辛守恒律为

ω
狀
犼 ＝ｄ狌

狀
犼Λｄφ

狀
犼，

κ
狀＋１／２
犼，犽 ＝

１

２
［ｄφ

狀＋１／２
犼 Λｄ狏

狀＋１／２
犽 ＋ｄφ

狀＋１／２
犽 Λｄ狏

狀＋１／２
犼 ＋γｄ狌

狀＋１／２
犼 Λｄ狑

狀＋１／２
犽 ＋γｄ狌

狀＋１／２
犽 Λｄ狑

狀＋１／２
犼 ］．

　　在计算时，只需知道格式（１２）中狌的值，而不必知道引入的变量φ，狏，狑 的值．若直接用格式（１２）

进行计算，将耗费较多的时间和空间，有时使问题不可求解或降低数值解的精度．因此，为了计算方便，

消去多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式（１２）的中间变量φ，狏，狑，并写成矩阵形式，通过计算可得其等价格式为

犃狌狀＋１ ＝犅狌
狀
＋犆狌

狀－１
－２τ犇１［犌′（狌

狀＋１／２）＋犌′（狌
狀－１／２）］． （１４）

式（１４）中：狌＝（狌０，…，狌犖－１）
Ｔ；犃＝２犈犖＋τγ（犇１）

３；犅＝－２τγ（犇１）
３；犆＝２犈犖＋τγ（犇１）

３；犈犖 为犖 阶单位

矩阵；犇１ 为由式（９）所得到的犖 阶矩阵．

３　数值实验

在组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程（２）中取犌（狌）＝狌
３＋１／２狌４，先用多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式（１４）对方程的孤

立波的长时间行为进行数值模拟．此时，组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程的精确孤立波解为

狌（狓，狋）＝－０．５＋槡２ｓｅｃｈ［槡２（狓－０．５狋）］． （１５）

图１　孤立波的传播

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ

　　采取在有限区域［犡Ｌ，犡Ｒ］上设置人工边界和周

期边界条件的方法进行数值模拟．由于格式（１４）是

３层隐格式，所以格式在初始时的第１，２层的值均取

精确值，离散得到的非线性方程组用简单迭代方法

求解．

取犡Ｌ＝－１０，犡Ｒ＝１０，时间步长τ＝０．００１，空

间步长犺＝０．１．在狋∈［０，１０］（计算１００００步）时，单

孤立波传播的模拟结果如图１所示．为了说明谱方

法的高精度和良好的稳定性，定义误差收敛阶为

犗犺（狋狀）＝ｌｏｇ２
‖犲犺（狋狀）‖
‖犲犺／２（狋狀）（ ）‖ ． （１６）

其中：犲犺（狋狀）＝狌（ｊ犺，狋狀）－狌
狀
犼 是空间步长为犺所产生的误差．时间步长充分小，可以减少对空间方向精度

的影响．基于此考虑，取时间步长τ＝５．０×１０
－５，犡Ｌ＝－１８，犡Ｒ＝１８，则固定时间步长、不同空间步长的

数值结果如表１所示．表１中：狋＝１；犲ｍａｘ，犗ｍａｘ分别为最大误差及其收敛阶；犲犔
２
，犗犔

２
分别为犔２ 的误差值

和收敛阶．
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表１　多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式的误差结果

Ｔａｂ．１　Ｅｒｒｏｒｏｆｍｕｌｔｉ?ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＦｏｕｒｉｅｒｐｓｅｕｄｏ?ｓｐｅｃｔｒａｌｓｃｈｅｍｅ

犺 犲犔
２ 犲ｍａｘ 犗犔

２ 犗ｍａｘ

０．６０ １．０８８４×１０－１ ５．５５０７×１０－２ － －

０．３０ ３．２２７６×１０－５ １．１６２８×１０－５ １１．７１９４ １２．２２０８

０．１５ １．８２５６×１０－９ ５．２３９２×１０－１０ １４．１０９８ １４．４３７９

４　结束语

对组合ＫｄＶ?ｍＫｄＶ方程构造一个多辛方程组，得到原方程的一个多辛Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱格式．实验结

果表明，数值模拟结果与理论相吻合，所构造格式具有高精度与长时间的数值稳定性．
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