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二阶矩随机过程的随机积分的若干性质

姚村，林峰

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　讨论二阶矩随机过程的随机积分的若干性质． 利用这些性质和解析函数边值理论的知识，证明

Ｃａｕｃｈｙ核随机奇异积分的若干性质，得到相对应的Ｐｌｅｍｅｌｊ公式．
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王传荣在文献［１］建立了Ｃａｕｃｈｙ核随机奇异积分的概念，并给出了此奇异积分的存在性定理；在

文献［２］给出了此随机奇异积分的其他性质及与其相对应的Ｐｌｅｍｅｌｊ公式．本文证明了二阶矩随机过程

的随机积分的一些性质，并利用这些性质证明文献［２］中的Ｐｌｅｍｅｌｊ公式．

１　预备知识

（Ω，犉，犘）是一个概率空间，以下提到的随机过程皆是此空间上的二阶矩随机过程，即随机过程的

均值和方差都存在．

设犔为一简单光滑或分段光滑曲线．

定义１　设犵（ω，ζ）（ζ∈犔）为二阶矩随机过程，当ζ→ζ０ 时，如果存在随机过程犳（ω，ζ），使得

ｌｉｍ
ζ→ζ０

犈｛狘犵（ω，ζ）－犳（ω，ζ０）狘
２｝＝０，

则称二阶矩随机过程犵（ω，ζ）在ζ→ζ０ 时，均方收敛（ｌ．ｉ．ｍ）于犳（ω，ζ０）．记为ｌ．ｉ．ｍ
ζ→ζ０

犵（ω，ζ）＝犳（ω，ζ０），

或者犵（ω，ζ） →
ｍ．ｓ．
犳（ω，ζ０）（ζ→ζ０）．其中：ｍ．ｓ．表示均方，下同．

　　定义２　设犵（ω，ζ）（ζ∈犔）是一二阶矩随机过程，若存在α∈（０，１］，对于犔上任意两点ζ１，ζ２，都满

足犈｛｜犵（ω，ζ１）－犵（ω，ζ２）｜
２｝≤犃｜ζ１－ζ２｜

α（犃 为常数）．则称犵（ω，ζ）在均方度量意义下满足α阶的

Ｈｌｄｅｒ条件，记为犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．）．

定义３　设ζ０∈犔，犾δ＝｛ζ∈犔∶｜ζ－ζ０｜＜δ｝，犔δ＝犔－犾δ，犵（ω，ζ）是二阶矩随机过程，若存在随机过

程犳（ω，ζ），使得

ｌｉｍ
δ→０
犈

１

πｉ∫犔
δ

犵（ω，ζ）

ζ－ζ０
ｄζ－犳（ω，ζ０）｛ ｝

２

＝０，

则存在Ｃａｕｃｈｙ核随机奇异积分为

１

πｉ∫犔

犵（ω，ζ）

ζ－ζ０
ｄζ＝犳（ω，ζ０），　　ζ０ ∈犔．

　　引理１　假设犵（ω，ζ）是犔上的二阶矩随机过程，犚犵（ζ１，ζ２）＝犈｛犵（ω，ζ１）犵（ω，ζ２）｝，则有犵（ω，ζ）∈

犎（犔）（ｍ．ｓ．）的充分必要条件是犚犵（ζ１，ζ２）∈犎（犔×犔）．

引理２　若犚犵（ω，ζ）∈犎（犔×犔），则随机奇异积分

犉（ω，ζ０）＝
１

πｉ∫犔

犵（ω，ζ）

ζ－ζ０
ｄζ，
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在均方度量意义下存在．

　　定理１　若犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．），α∈（０，１］，则犵（ω，ζ）在犔上均方可积．

证明　由于犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．），所以犚犵（ζ，ζ′）∈犎（犔×犔），即可知∫犔∫犔

犚犵（ζ，ζ′）ｄζｄζ′存在．

对犔作一种分割，记犛狀＝∑
狀

犻＝１

犵（ω，ζ′１犻）Δζ１犻，其为一随机变量序列；对犔作另一种分割，得另一随机

变量序列犛犿 ＝∑
狀

犽＝１

犵（ω，ζ′２犽）Δζ２犽．于是有

ｌｉｍ
狀，犿→∞
ｍａｘ狘Δζ１

犻
狘→０

ｍａｘ狘Δζ２
犽
狘→０

犈｛犛狀珚犛犿｝＝犈｛∑
狀

犻＝１
∑
狀

犽＝１

犵（ω，ζ′１犻）犵（ω，ζ′２犽）Δζ１犻Δζ２犽｝＝

ｌｉｍ
狀，犿→∞
ｍａｘ狘Δζ１

犻
狘→０

ｍａｘ狘Δζ２
犽
狘→０

∑
狀

犻＝１
∑
狀

犽＝１

犈｛犵（ω，ζ′１犻）犵（ω，ζ′２犽）｝Δζ１犻Δζ２犽 ＝

ｌｉｍ
狀，犿→∞
ｍａｘ狘Δζ１

犻
狘→０

ｍａｘ狘Δζ２
犽
狘→０

∑
狀

犻＝１
∑
狀

犽＝１

犚犵（ζ′１犻，ζ′２犽）Δζ１犻Δζ２犽 ＝∫犔∫犔
犚犵（ζ，ζ′）ｄζｄζ′．

　　由Ｌｏｅｖｅ准则
［３］可知，犛狀 均方收敛，即犵（ω，ζ）在犔上均方可积．

定理２　若犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．），α∈（０，１］，则有

｛犈狘∫犔
犵（ω，ζ）ｄζ狘

２｝１／２ ≤∫犔

｛犈狘犵（ω，ζ）狘
２｝１／２狘ｄζ狘．

　　证明　由于犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．），则犚犵（ζ，ζ′）∈犎（犔×犔），故犚犵（ζ，ζ′）在犔×犔上可积．即可

知∫犔
犵（ω，ζ）ｄζ存在，而∫犔

｛犈狘犵（ω，ζ）狘
２｝１／２狘ｄζ狘＝∫犔

［犚犵（ζ，ζ）］
１／２
狘ｄζ狘也存在．

对犔作分割，令λ＝ｍａｘ｜Δζ犻｜．注意到三角不等式 犈｜ζ＋η｜槡
２
≤ 犈｜ζ｜槡

２＋ 犈｜η｜槡
２，其推广式为

｛犈狘∑
狀

犻＝１
ζ犻狘

２｝１／２ ≤∑
狀

犻＝１

｛犈狘ζ犻狘
２｝１／２．

所以有

｛犈狘∫犔
犵（ω，ζ）ｄζ狘

２｝１／２ ＝ ｛犈狘ｌｉｍ
狀→∞
λ→０

∑
狀

犻＝１

犵（ω，ζ′犻）Δζ犻狘
２｝１／２ ＝

ｌｉｍ
狀→∞
λ→０

｛犈狘∑
狀

犻＝１

犵（ω，ζ′犻）Δζ犻狘
２｝１／２ ≤ｌｉｍ

狀→∞
λ→０

∑
狀

犻＝１

｛犈狘犵（ω，ζ′犻）狘
２
狘Δζ犻狘

２｝１／２ ＝

ｌｉｍ
狀→∞
λ→０

∑
狀

犻＝１

｛犈狘犵（ω，ζ′犻）狘
２｝１／２狘Δζ犻狘＝∫犔

｛犈狘犵（ω，ζ）狘
２｝１／２狘ｄζ狘．

即有

｛犈狘∫犔
犵（ω，ζ）ｄζ狘

２｝１／２ ≤∫犔

｛犈狘犵（ω，ζ）狘
２

ζ｝
１／２
狘ｄζ狘．

２　主要结果及其证明
［４６］

定理３　设犔是一分段光滑曲线，犵（ω，ζ）∈犎
α（ｍ．ｓ．），α∈（０，１］．若犾是犔 上的一段子弧，其长仍

记为犾，则对平面中任何点狕，恒有

犈∫犾
犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ

２

≤犕犾
α．

其中：犕 是一个与犾以及狕无关的常数．

证明　设弧犾以犪，犫为起终点，犔上任何点ζ的弧坐标为狊ζ．不妨设狊犪＜犪犫．因为犔为光滑曲线，所
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以弦弧 不 等 式 在犾 上 成 立，又 因 为 犵（ω，ζ）∈犎
α （ｍ．ｓ．），所 以 有∫犾

犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
和

∫犾 犈
犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
（ ）

２ １／２

狘ｄζ狘存在．由定理２，有

犈∫犾
犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ

２

≤∫犾 犈
犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
（ ）

２ １／２

狘ｄζ｛ ｝狘
２

≤

∫犾
２α犃狘ζ－狕狘

α

狘ζ－狕狘
（ ）２

１／２

狘ｄζ｛ ｝狘
２

＝２
α犃∫犾

狘ｄζ狘

狘ζ－狕狘
１－α／｛ ｝２

２

≤２犃∫犾
狘ｄζ狘

狘ζ－狕狘
１－α／｛ ｝２

２

≤

２犃

犆２－α∫犾
ｄ狊

狘狊－狊狕犾狘
１－α／｛ ｝２

２

＝
８犃

α
２犆２－α

［（狊狕犾 －狊犪）
α／２
＋（狊犫－狊狕犾）

α／２］２ ≤犕犾
α．

　　定理４　设犔 为封闭光滑曲线，犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．），且犉（ω，狕）＝

１

２πｉ∫犾
犵（ω，ζ）

ζ－狕
ｄζ，则有

Ｐｌｅｍｅｌｊ公式为

犉± （ω，ζ０）＝±
１

２
犵（ω，ζ０）＋

１

２πｉ∫犾
犵（ω，ζ）

ζ－ζ０
ｄζ，　　ζ０ ∈犔．

其中：犉＋ （ω，ζ０）＝ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

狕∈犇
＋

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）

ζ－狕
ｄζ，犉

－ （ω，ζ０）＝ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

狕∈犇
－

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）

ζ－狕
ｄζ．

　　证明　因为犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．），所以

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ与

１

２πｉ∫犔

犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ存在，则

上式可改写为

犉（ω，狕）＝
１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ＋

１

２πｉ∫犔

犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ，

又有

ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

犉２（ω，狕）＝ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

犵（ω，狕犔）
１

２πｉ∫犔

ｄζ
ζ－狕

＝犵（ω，ζ０）ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

１

２πｉ∫犔

ｄζ
ζ－狕

则可得

犉＋２（ω，ζ０）＝犵（ω，ζ０），　　犉
－
２（ω，ζ０）＝０．

　　下面证明

ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

犉１（ω，狕）＝
１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ．

因为

犈
１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ－

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ｛ ｝

２

≤

１

１６π
４ 犈∫犔－犔

η

犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ－∫犔－犔

η

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ（

２

＋

犈∫犔
η

犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ

２

＋犈∫犔
η

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ ）

２ ２

＝
１

１６π
４
（Δ１＋Δ２＋Δ３）

２．

由定理３可知，Δ２≤犕犔
α
η
，Δ３≤犕犔

α
η．对于任给的ε＞０，可取η充分小，使得Δ２＜槡ε／３，Δ３＜槡ε／３．此时固

定η，并要求｜狕－ζ０｜＜η／２．当ζ∈犔－犔η 时，｜ζ－ζ０｜＞η，从而有｜ζ－狕｜＞η／２．

令犌（ω，ζ）＝犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０），易证犌（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．）．于是，根据三角不等式有

Δ１ ＝犈∫犔－犔
η

犵（ω，ζ）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ－∫犔－犔

η

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ

２

＝

犈∫犔－犔
η

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－狕
ｄζ＋∫犔－犔

η

犵（ω，ζ０）－犵（ω，狕犔）

ζ－狕
ｄζ－∫犔－犔

η

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ

２

＝

犈∫犔－犔
η

［犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）］（狕－ζ０）
（ζ－狕）（ζ－ζ０）

ｄζ＋［犵（ω，ζ０）－犵（ω，狕犔）］∫犔－犔
η

ｄζ
ζ－狕

２

≤

犈∫犔－犔
η

［犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）］（狕－ζ０）
（ζ－狕）（ζ－ζ０）

ｄζ

２

＋犈 ［犵（ω，ζ０）－犵（ω，狕犔）］∫犔－犔
η

ｄζ
ζ－狕

｛ ｝
２ ２

＝
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狘狕－ζ０狘
２犈∫犔－犔

η

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）
（ζ－狕）（ζ－ζ０）

ｄζ

２

＋犈狘犵（ω，ζ０）－犵（ω，狕犔）狘
２

∫犔－犔
η

ｄζ
ζ－狕

｛ ｝
２ ２

≤

狘狕－ζ０狘
２犈∫犔－犔

η

狘ｄζ狘∫犔－犔
η

犚犌（ζ，ζ′）

（ζ－狕）（ζ－ζ０）（ζ′－狕）（ζ′－ζ０）
狘ｄ珔ζ′（ ）｛ 狘 ＋

犈狘犵（ω，ζ０）－犵（ω，狕犔）狘
２

∫犔－犔
η

狘ｄζ狘
狘ζ－狕 ）狘 ｝

２ ２

≤

４犕犔２

η
４ 狘狕－ζ０狘

２
＋
４犔２

η
２犈狘犵（ω，ζ０）－犵（ω，狕犔）狘｛ ｝２

２

．

由于狕→ζ０，犵（ω，狕犔）→犵（ω，ζ０），所以当狕充分接近ζ０ 时，可使上式Δ１＜槡ε／３．即有

ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

犉１（ω，狕）＝
１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ，

ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

犉１（ω，狕）＝
１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ＝

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）

ζ－ζ０
ｄζ－

犵（ω，ζ０）

２πｉ∫犔

ｄζ
ζ－ζ０

＝
１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）

ζ－ζ０
ｄζ－

１

２
犵（ω，ζ０），

犉± （ω，ζ０）＝犉
±
１（ω，ζ０）＋犉

±
２（ω，ζ０）＝±

１

２
犵（ω，ζ０）＋

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）

ζ－ζ０
ｄζ，　　ζ０ ∈犔 ．

　　推论　设犔为封闭光滑曲线，犵（ω，ζ）∈犎
α（犔）（ｍ．ｓ．），则ζ０∈犔，恒有

ｌ．ｉ．ｍ
狕→ζ０

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－狕
ｄζ＝

１

２πｉ∫犔

犵（ω，ζ）－犵（ω，ζ０）

ζ－ζ０
ｄζ，　　狕犔．
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