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某些单叶调和函数的稳定性

胡春英，黄心中

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　对于定义在区域犇上的单叶调和映照犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），研究调和函数犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）仍单

叶的稳定性问题，以及常数λ的满足条件．此外，推广并得到一些单叶调和函数子类的稳定性结论．
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１　预备知识

一个复值函数犳（狕）＝狌（狕）＋ｉ狏（狕）在平面区域犇犆上调和，是指狌（狕），狏（狕）在区域犇上实调和．

如果犇是一个单连通区域，则犳可写为犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）．其中：犺（狕），犵（狕）为犇 上的解析函数．

Ｌｅｗｙ
［１］给出了犳局部单叶且保向的充要条件为犑犳＝｜犺′｜

２－｜犵′｜
２
＞０，狕∈犇．

一个区域犇犆具有犕 线性连接是指，如果存在一个正常数犕，使得对任意的狕１，狕２∈犇，都有一

条连接狕１，狕２ 两点的曲线γ犇，其弧长犾（γ）满足犾（γ）≤犕｜狕１－狕２｜．文献［２］利用线性连接区域的性

质，研究定义在单位圆犝＝｛狕｜｜狕｜＜１｝上的调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）的稳定性问题．即犳（狕）的单

叶性与犺（狕）的单叶性之间的关系，当犳（狕）单叶时，犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）是单叶的条件和常数λ的取值．

定理犃　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆犝 上的保向单叶调和映照，且Ω＝犳（犝）具有犕 线性连

接，若 犵′
犺′

＜
１

１＋犕
，则犺（狕）在犝 上单叶．

定理犅　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆犝 上的保向单叶调和映照，且Ω＝犳（犝）具有犕 线性连接，

若 犵′
犺′

＜
１

１＋２犕
，则犉（狕）＝犺（狕）＋ｅｉθ犵（狕）在犝 上单叶（θ∈［０，２π］）．

文献［３?４］都是关于稳定性问题的研究．吴瑞溢等
［３］推广了定理Ｂ，得到下面的定理．

定理犆　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆犝 上的保向单叶调和映照，且Ω＝犳（犝）具有犕 线性连接，

若 犵′
犺′

＜
１

１＋２犕
，则犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）（｜λ｜≤１）在犝 上也单叶．

本文推广了文献［２?３］中的一些结论，并给出了一些单叶调和函数子类的稳定性．

１　主要结果和证明

将定理Ａ和定理Ｃ的结论加以推广，得到如下定理．

定理１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆犝 上的保向单叶调和映照，且犳（犝）具有犕 线性连接，则

当 犵′
犺′

≤犽＜
１

１＋犕
，｜λ｜＜

１

犕
（１
犽
－１）－１时，犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）在犝 上保向单叶．

证明　犉＝犺＋λ珚犵＝犳＋（λ－１）珚犵．

用反证法．假设犉非单叶，即存在狕１，狕２∈犝，狕１≠狕２，使得犉（狕１）＝犉（狕２），则有
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犳（狕２）－犳（狕１）＝ （１－λ）（犵（狕２）－犵（狕１））．

令ζ＝犳（狕），犌＝犵犳
－１，则上式可写为

ζ２－ζ１ ＝ （１－珔λ）（犌（ζ２）－犌（ζ１））， （１）

狘ζ２－ζ１狘＝狘１－λ狘狘（犌（ζ２）－犌（ζ１）狘． （２）

　　另一方面，对方程犳
－１（犳（狕））＝狕两边同时关于狕，珔狕求偏导，可得（犳

－１）
ζ
·犺′＋（犳

－１）珔
ζ
·犵′＝１，

（犳
－１）

ζ
·珚犵′＋（犳

－１）珔
ζ
·珔犺′＝０．即有（犳

－１）
ζ＝

珔犺′

｜犺′｜
２－｜犵′｜

２
，（犳

－１）珔
ζ＝－

珚犵′

｜犺′｜
２－｜犵′｜

２．因此有

犌ζ ＝犵′·（犳
－１）

ζ ＝
犵′珔犺′

狘犺′狘
２
－狘犵′狘

２
，

犌珔ζ ＝犵′·（犳
－１）珔

ζ ＝－
狘犵′狘

２

狘犺′狘
２
－狘犵′狘

２．

从而可得

狘犌ζ狘＋狘犌珔ζ狘＝
狘犵′狘

狘犺′狘－狘犵′狘
＝
犵′
犺′
／１－

犵′［ ］犺′
． （３）

　　当
犵′
犺′

≤犽＜
１

１＋犕
，｜λ｜＜

１

犕
（１
犽
－１）－１时，有

犵′
犺′
／１－

犵′［ ］犺′
≤

犽
１－犽

＜
１

犕（１＋狘λ狘）
，

即得

狘犌ζ狘＋狘犌珔ζ狘＜
１

犕（１＋狘λ狘）
． （４）

　　因为犳（犝）具有犕 线性连接，则存在一条连接ζ１，ζ２两点的曲线γ犳（犝），使弧长犾（γ）≤｜ζ２－ζ１｜，

从而有

狘犌（ζ２）－犌（ζ１）狘≤∫γ（狘犌ζ狘＋狘犌珔ζ狘）狘ｄζ狘＜
犾（γ）

犕（１＋狘λ狘）
≤
狘ζ２－ζ１狘
（１＋狘λ狘）

． （５）

结合式（２）和式（５），可得

狘ζ２－ζ１狘＜
狘１－λ狘
（１＋狘λ狘）

狘ζ２－ζ１狘≤狘ζ２－ζ１狘． （６）

显然，式（６）矛盾，所以犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）在犝 上单叶．

又由于 犉珔狕
犉狕

＝｜λ｜
犵′
犺′

≤｜λ｜犽＜
１－（１＋犕）犽

犕
＜１，保向．定理得证．

在定理１中，如果犳（犝）是凸区域，可取犕＝１，则得到如下推论．

推论１
［３］
　若犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）为定义在单位圆犝上的凸像调和犓－狇·犮，犽＝（犓－１）／（犓＋１）＜

１，则当犽＜１／２，｜λ｜＜１／犽－２时，犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）为犝 上的单叶调和函数．

接下来分别给出一类凸像调和子类和一类星象调和子类的稳定性．

定理２　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是定义在单位圆犝 上的调和映照，犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝

∑
∞

狀＝２

犫狀狕
狀，若满足

∑
∞

狀＝２

（狀
（狀－α）

１－α
狘犪狀狘＋

狀（狀＋α）

１－α
狘犫狀狘）≤１，　　０≤α＜１， （７）

则当｜λ｜≤
２－α
１－α

时，犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）在犝 上保向单叶．

证明　Ｊａｈａｎｇｉｒｉ
［５］证明了满足定理２条件的犳（狕）在犝 上是保向单叶的α次凸像调和函数．

下面，证明犉（狕）也是犝 上的保向单叶调和函数．

（１）单叶性的证明．对于狕１，狕２∈犝，若狕１≠狕２，则有

狘犉（狕１）－犉（狕２）狘≥狘犺（狕１）－犺（狕２）狘－狘λ狘狘犵（狕１）－犵（狕２）狘＝狘（狕１－狕２）＋
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∑
∞

狀＝２

犪狀（狕
狀
１－狕

狀
２）狘－狘λ狘狘∑

∞

狀＝２

犫狀（狕
狀
１－狕

狀
２）狘＞狘狕１－狕２狘（１－∑

∞

狀＝２

狀狘犪狀狘－狘λ狘∑
∞

狀＝２

狀狘犫狀狘）．

取狏＝
１－α
２－α

，显然０＜狏≤１／２．因为有狏
狀（狀－α）

１－α
≥狀，狏

狀（狀＋α）

１－α
≥狀，其中狀≥２，所以有

狘犉（狕１）－犉（狕２）狘＞狘狕１－狕２狘（１－∑
∞

狀＝２

狏
狀（狀－α）

１－α
狘犪狀狘－狘λ狘∑

∞

狀＝２

狏
狀（狀＋α）

１－α
狘犫狀狘）≥

狘狕１－狕２狘［１－狏（１－∑
∞

狀＝２

狀（狀＋α）

１－α
狘犫狀狘）－狏狘λ狘∑

∞

狀＝２

狀（狀＋α）

１－α
狘犫狀狘］＝

狘狕１－狕２狘［（１－狏）＋狏（１－狘λ狘）∑
∞

狀＝２

狀（狀＋α）

１－α
狘犫狀狘］．

当｜λ｜≤
２－α
１－α

＝１／狏时，有

狘犉（狕１）－犉（狕２）狘＞狘狕１－狕２狘［（１－狏）＋狏（１－
１

狏
）∑
∞

狀＝２

狀（狀＋α）

１－α
狘犫狀狘］≥

狘狕１－狕２狘［（１－狏）＋（狏－１）］＝０，

则犉（狕）是单叶的．

（２）保号性的证明．因为有

犵′
犺′

＝

狘∑
∞

狀＝２

狀犫狀狕
狀－１
狘

狘１＋∑
∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀－１
狘

＜
∑
∞

狀＝２

狀狘犫狀狘

１－∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘

≤
∑
∞

狀＝２

狏
狀（狀＋α）

１－α
狘犫狀狘

１－∑
∞

狀＝２

狏
狀（狀－α）

１－α
狘犪狀狘

≤

狏（１－∑
∞

狀＝２

狀（狀－α）

１－α
狘犪狀狘）

１－狏∑
∞

狀＝２

狀（狀－α）

１－α
狘犪狀狘

＝１－
１－狏

１－狏∑
∞

狀＝２

狀（狀－α）

１－α
狘犪狀狘

≤１－（１－狏）＝狏，

所以有

犉珔狕
犉狕

＝狘λ狘
犵′
犺′

＜
１

狏
·狏＝１，

则犉（狕）是保向的．

推论２　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是定义在单位圆犝 上的调和映照，犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝

∑
∞

狀＝２

犫狀狕
狀．若满足∑

∞

狀＝２

狀２（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１，则当｜λ｜≤２时，犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）也是犝 上的单叶调和映

照．

推论２推广了文献［３］中定理２的结论．

定理３　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是定义在单位圆犝 上的调和映照，犺（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀，犵（狕）＝

∑
∞

狀＝１

犫狀狕
狀 ，若满足

∑
∞

狀＝２

狀－α－αβ（狀－１）

１－α
狘犪狀狘＋∑

∞

狀＝１

狀＋α－αβ（狀＋１）

１－α
狘犫狀狘≤１，　　０≤α＜１，　０≤β≤１，（８）

则当｜λ｜≤
２－α－αβ
２（１－α）

时，犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）在犝 上保向单叶．

证明　文献［６］中证明了满足定理３条件的犳（狕）在犝 上是保向单叶的α次星像调和函数．

下面，证明犉（狕）也是犝 上的保向单叶调和函数．

（１）单叶性的证明．对于狕１，狕２∈犝，若狕１≠狕２，则有

狘犉（狕１）－犉（狕２）狘≥狘犺（狕１）－犺（狕２）狘－狘λ狘狘犵（狕１）－犵（狕２）狘＝狘（狕１－狕２）＋
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∑
∞

狀＝２

犪狀（狕
狀
１－狕

狀
２）狘－狘λ狘狘∑

∞

狀＝１

犫狀（狕
狀
１－狕

狀
２）狘＞狘狕１－狕２狘（１－∑

∞

狀＝２

狀狘犪狀狘－狘λ狘∑
∞

狀＝１

狀狘犫狀狘）．

取狏＝
２（１－α）

２－α－αβ
，显然０＜狏≤１．因为狏

狀－α－αβ（狀－１）

１－α
≥狀，狀≥２；狏

狀＋α－αβ（狀＋１）

１－α
≥狀，狀≥１，故有

狘犉（狕１）－犉（狕２）狘＞狘狕１－狕２狘（１－∑
∞

狀＝２

狏
狀－α－αβ（狀－１）

１－α
狘犪狀狘－

狘λ狘∑
∞

狀＝１

狏
狀＋α－αβ（狀＋１）

１－α
狘犫狀狘）≥

狘狕１－狕２狘［１－狏（１－∑
∞

狀＝１

狀＋α－αβ（狀＋１）

１－α
狘犫狀狘）－狏狘λ狘∑

∞

狀＝１

狀＋α－αβ（狀＋１）

１－α
狘犫狀狘］＝

狘狕１－狕２狘［（１－狏）＋狏（１－狘λ狘）∑
∞

狀＝１

狀＋α－αβ（狀＋１）

１－α
狘犫狀狘］．

当｜λ｜≤
２－α－αβ
２（１－α）

＝１／狏时，有

狘犉（狕１）－犉（狕２）狘＞狘狕１－狕２狘［（１－狏）＋狏（１－
１

狏
）∑
∞

狀＝１

狀＋α－αβ（狀＋１）

１－α
狘犫狀狘］≥

狘狕１－狕２狘［（１－狏）＋（狏－１）］＝０，

则犉（狕）是单叶的．

（２）保号性的证明．因为有

犵′
犺′

＝

狘∑
∞

狀＝１

狀犫狀狕
狀－１
狘

狘１＋∑
∞

狀＝２

狀犪狀狕
狀－１
狘

＜
∑
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则犉（狕）是保向的
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张兆功等［７］证明如下定理．

定理犇　设狑＝犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是一个单连通区域犇上的保向单叶调和映照，则其反函数狕＝

犳
－１（狑）也调和的充要条件是

犵′（狕）犺′（狕）犺″（狕）＋犺′（狕）犵′（狕）犵″（狕）＝０，　　狕∈犇． （９）

　　定理犈　假设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是一个单连通区域犇 上的保向单叶调和映照，则其反函数狕＝

犳
－１（狑）在犌＝犳（犇）内调和，当且仅当下列３种情形之一成立：

（ｉ）犳（狕）在犇内共形，即犵（狕）≡ｃｏｎｓｔ．

（ｉｉ）犳（狕）是仿射变换，即犳（狕）＝α狕＋β珔狕＋ｃｏｎｓｔ．｜α｜＞｜β｜＞０，

（ｉｉｉ）犳（狕）具有形式

犳（狕）＝犃［α狕＋β＋ｌｏｇ（１－ｅ
－α狕－β）－ｌｏｇ（１－ｅ－α

狕－β）］＋ｃｏｎｓｔ． （１０）

式（１０）中：犃，α，β为常数，且满足条件犃≠０，α≠０，Ｒｅ（α狕＋β）＞０，狕∈犇．

称反函数也调和的保向单叶调和映照为双向单叶调和映照，称具有式（１０）形式的双向单叶调和映

照为非平凡双向单叶调和映照．不讨论情形（ｉ），（ｉｉ），只对非平凡双向单叶调和映照的稳定性进行研究，
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可得到如下结论．

定理４　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是一个单连通区域犇上的非平凡双向单叶调和映照，则有犉（狕）＝

犺（狕）＋λ犵（狕）是犇上的双向单叶调和映照，当且仅当λ＝１或者λ＝０，且犺（狕）单叶两种情形之一成立．

（１）必要性的证明．假设犉（狕）＝犺（狕）＋λ犵（狕）是犇上的双向单叶调和映照，由定理Ｄ可知，犉（狕）

必然满足式（９），即有

犺′（狕）珔λ犵′（狕）犺″（狕）＋犺′（狕）珔λ犵′（狕）珔λ犵″（狕）＝０，　　狕∈犇． （１１）

因为犳（狕）是犇上的非平凡双向单叶调和映照，则式（９）成立．所以，式（１１）可写为

珔λ（λ－１）犺′（狕）犵′（狕）犵″（狕）＝０，　　狕∈犇． （１２）

　　由于犳（狕）保向，可得犺′（狕）≠０，狕∈犇．又因为犳（狕）是非平凡的，由文献［７］的证明可知，存在狕∈犇，

使犵″（狕）≠０，所以式（１２）要成立，必须珔λ（λ－１）＝０，即得到λ＝１或λ＝０．当λ＝０时，犉（狕）＝犺（狕），由已

知犉（狕）是单叶的，可知犺（狕）单叶．

（２）充分性的证明．当λ＝１时，犉（狕）＝犳（狕），由于犳（狕）是非平凡双向单叶调和映照，所以犉（狕）

也是非平凡双向单叶调和映照．当λ＝０且犺（狕）单叶时，犉（狕）＝犺（狕）也单叶，由定理Ｅ中的情形（ｉ）可

知，犉（狕）是双向单叶调和映照．定理得证．

推论３　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是一个单连通区域犇上的非平凡双向单叶调和映照，则有犉（狕）＝

犺（狕）＋λ犵（狕）是犇上的非平凡双向单叶调和映照，当且仅当λ＝１．
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