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一类泛函微分方程零解的全局吸引性

汪东树，王全义

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　通过不等式的推导，研究广义Ｌｏｇｉｓｔｉｃ型泛函微分方程狓′（狋）＋［１＋狓（狋）］犉（狋，狓［·］）＝０零解的全

局吸引性．其中：狋≥０，０＜α≤１且α为两正奇数之比，犉（狋，φ）是［０，＋∞）×犆狋 上的连续泛函．将所得到的结

果运用到方程讨论中，改进并推广了其他文献的一些结果．
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１　基本概念

令犵：［０，＋∞）是一个非减的连续函数，且满足狋（狋）＜狋，狋≥０及犵（狋）→＋∞（狋→＋∞）．对任意狋≥

０，用犆狋表示连续函数φ：［犵（狋），狋］→［－１，＋∞）的全体所构成的赋范空间，其范数定义为‖φ‖狋＝

ｓｕｐ
狊∈［犵（狋），狋］

｜φ（狊）｜．文献［１］研究一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ型泛函微分方程

狓′（狋）＋［１＋狓（狋）］犉（狋，狓［·］）＝０，　　狋≥０ （１）

零解的全局吸引性．其中：犉（狋，φ）是［０，＋∞）×犆狋上的连续泛函，犉只依赖于狋和φ在［犵（狋），狋］上的数

值，犉（狋，０）≡０，狋≥０，且满足Ｙｏｒｋｅ条件

－狉（狉）犕狋（－φ）≤犉（狋，φ）≤狉（狋）犕狉（φ），　　狋≥０，φ∈犆狋， （２）

式（２）：犕狋（φ）＝ｍａｘ｛０，ｓｕｐ
狊∈［犵（狋），狋］

φ（狊）｝，狉（狋）∈犆（［０，＋∞），（０，＋∞））．令τ＝－犵（０），则式（１）相应的初

始条件为

狓（狋）＝φ（狋），　　狋∈ ［－τ，０］． （３）

其中：φ∈（［－τ，０］，［－１，＋∞））且φ（０）＞－１．对于广义时滞Ｌｏｇｉｓｔｉｃ方程

狓′（狋）＋［１＋狓（狋）］（狓（犵（狋））］α）＝０，　　狋≥０， （４）

式（４）中：α≥１为两正奇数之比，狉（狋），犵（狋）同前．容易看到，式（４）中的犉（狋，φ）＝狉（狋）［φ（·）］
α 并不满

足条件（２）．因此，方程（４）零解的全局吸引性问题应另行研究．文献［２?３］研究方程（４）在初始条件（３）

下零解的全局吸引性问题．文献［４］研究了包括式（１），（４）在内的更一般性的泛函微分方程

狓′（狋）＋［１＋狓（狋）］犉（狋，［狓（·）］α）＝０，　　狋≥０． （５）

式（５）中：α同式（４），犉（狋，φ）同式（１）．但是，到目前为止，对于式（５）而言，对０＜α＜１且α为两正奇数

之比的全局吸引性问题，还没有相关文献报道这方面的结果．因此，本文研究泛函微分方程

狓′（狋）＋［１＋狓（狋）］犉（狋，［狓（·）］α）＝０，　　狋≥０ （６）

的零解全局吸引性问题．式（６）中：０＜α≤１且α为两正奇数之比，犉（狋，φ）同式（１）．

２　主要结果

引理１
［４］
　设式（２）成立，式（５），（３）的解狓（狋，０，φ）在［０，＋∞）上存在且满足狓（狋，０，φ）＞－１，狋≥０．

定理１　若式（２）成立，且对任一满足ｌｉｍ
狋→＋∞

狓（狋）＞０的连续函数狓∶［０，＋∞）→犚有
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∫
＋∞

０
犉（狊，［狓（狊）］α）ｄ狊＝＋∞，　　∫

＋∞

０
犉（狊，［－狓（狊）］α）ｄ狊＝－∞． （７）

则方程（５）与式（３）的每个非振动解趋于零．

证明　设狓（狋）为方程（５）与式（３）的某个非振动解．若定理的结论不真，则分两种情况分别考虑．

（１）若ｌｉｍ
狋→＋∞

狓（狋）＜０，即犜１＞犜．当狋＞犜１ 时，有狓（狋）＜０．由方程（５）有

１＋狓（狋）＝ ［１＋φ（０）］ｅｘｐ －∫
狋

０
犉（狊，［狓（·）］α）ｄ｛ ｝狊．

在上式中，可令狋→＋∞，由条件（７）有１＋狓（狋）→＋∞．与假设矛盾．

（２）若ｌｉｍ
狋→＋∞

狓（狋）＞０，即犜２＞犜．当狋＞犜２ 时，有狓（狋）＞０．由方程（５）有

１＋狓（狋）＝ ［１＋φ（０）］ｅｘｐ －∫
狋

０
犉（狊，［狓（·）］α）ｄ｛ ｝狊．

在上式中，令狋→＋∞，由条件（７）有１＋狓（狋）→０．与假设矛盾．

于是，式（５）与式（３）的每个非振动解趋于零．

定理２　若条件（７）和式（５）成立并满足

ｌｉｍ
狋→＋∞∫

狋

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊≤３／２， （８）

且不等式组

　ｌｎ（１＋狓）≤狔
α
－
１

６
狔
２α，

－ｌｎ（１－狔）≤狓
α
＋
１

６
狓２α
烍

烌

烎
，

（９）

在区域犇＝｛（狓，狔）∶狓≥０，０≤狔＜１｝内只有唯一解（狓，狔）＝（０，０），则式（５）与式（３）的每个解趋于零．

证明　设狓（狋）＝狓（狋，０，φ）是式（５）与式（３）的解．由引理１可知，狓（狋）在［０，＋∞）上存在且满足对

一切狋≥０，有狓（狋）＞１．

下面证明

ｌｉｍ
狋→＋∞

狓（狋）＝０． （９）

由定理１可知，若狓（狋）为非振动解时，式（９）成立，因此只需讨论狓（狋）为振动解的情形．

首先，证明若狓（狋）为振动解，则狓（狋）有界．令狋１＞０，使得当狋≥狋１ 时，有犵（狋）≥０．另令狋

＞狋１（狋



充分大）是狓（狋）的任一个局部左极大值点且狓（狋）＞０．显然有狓′（狋）＝０．然后，由式（５）可知，犉（狋，

［狓（·）］α）＝０．下面证明存在狋０∈［犵（狋
），狋］，使得狓（狋０）＝０；否则，由前面的假设可知，当狋∈［犵（狋

），

狋］时，有狓（狋）＞０．

由于狓（狋）是振动的，由连续函数介值性定理可知，存在狋＜犵（狋），（犵（狋）＞０），使得狓（狋）＝

１

２
狓（犵（狋））且当狋∈［狋，犵（狋）］时，有狓（狋）＞０．故由式（２）可知，当狋∈［狋，犵（狋）］时，有

犉（狋，［狓（·）］α ≥０． （１０）

方程（５）两端从狋积分至犵（狋），有

１＋狓（犵（狋））＝ ［１＋狓（狋）］ｅｘｐ －∫
犵（狋

）

狋

犉（狊，［狓（·）］α）ｄ｛ ｝狊 ≤１＋狓（狋）． （１１）

这与假设狓（狋）＝
１

２
狓（犵（狋））相矛盾．即存在狋０∈［犵（狋

），狋］，使得

狓（狋０）＝０． （１２）

方程（５）两端从狋０ 积分至狋
，可得

ｌｎ［１＋狓（狋）］＝－∫
狋


狋
０

犉（狊，［狓（·）］α）ｄ狊≤∫
狋


狋
０

狉（狊）ｄ狊． （１３）

由条件（１１）可知，存在犕＞３／２，使得对狋有

∫
狋

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊≤犕． （１４）
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于是，由式（１３）和式（１４）可得

狓（狋）≤ｅｘｐ（犕）－１． （１５）

式（１５）中，可设狋充分大．由于狋的任意性，即证明了最终有

狓（狋）≤ｅｘｐ（犕）－１．

　　下面令珋狋＞狋１ 是狓（狋）的任一个局部左极小值点且狓（珋狋）＜０，显然有狓′（珋狋）＝０．类似于式（１２）的证明

可知，存在狊０∈［犵（狋
），狋］，使得狓（狊０）＝０．于是，可得

狓（珋狋）≥－１＋ｅｘｐ［－犕（ｅｘｐ（犕）－１）］． （１６）

式（１６）中，可设珋狋充分大．由于珋狋的任意性，即证明了最终有

狓（狋）≥－１＋ｅｘｐ［－犕（ｅｘｐ（犕）－１）］．

　　其次，证明若狓（狋）为振动解，则式（９）成立．令狌＝ｌｉｍ
狋→＋∞

狓（狋），狏＝－ｌｉｍ
狋→＋∞

狓（狋）．由前面的结论可知，

０≤狌≤ｅｘｐ（犕）－１，０≤狏≤１－ｅｘｐ［－犕（ｅｘｐ（犕）－１）］．对任意的０＜ε＜１－狏，由式（１１）可知存在狋２＝

狋２（ε）＞０，使得

∫
狋

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊≤３／２＋ε，　　狋≥犵（狋２）， （１７）

－狏１ ≡－狏－ε＜狓（狋）＜狌＋ε≡狌１，　　狋≥犵（狋２）． （１８）

再由式（２），（５）和式（１８），可导出

　
狓′（狋）

１＋狓（狋）
≤狉（狋）狏

α
１，　　狋≥狋２． （１９）

狓′（狋）

１＋狓（狋）
≥－狉（狋）狌

α
１，　　狋≥狋２． （２０）

　　由于狓（狋）为振动，不失一般性，可以取｛狊狀｝是一个严格单调增加的序列，满足犵（狊狀）＞狋２，狓（狊狀）＝

０，且

狓（狋）≥０，　　狋∈ ［狊２狀－１，狊２狀］，

狓（狋）≤０，　　狋∈ ［狊２狀，狊２狀＋１］
｛ ．

并且若记狆狀∈（狊２狀－１，狊２狀），狇狀∈（狊２狀，狊２狀＋１），使得

狓（狆狀）＝ｍａｘ｛狓（狋）∶狊２狀－１ ≤狋≤狊２狀｝，

狓（狇狀）＝ｍｉｎ｛狓（狋）∶狊２狀 ≤狋≤狊２狀＋１｝．

对于狀＝１，２，…，不失一般性有

狓（狆狀）＞０，　　狓′（狆狀）＝０，　　狓（狇狀）＜０，　　狓′（狇狀）＝０． （２１）

　　类似式（１２）的证明，可知存在ξ狀∈［犵（狆狀），狆狀），使得狓（ξ狀）＝０且狓（狋）＞０，狋∈（ξ狀，狆狀］．对狋０≤狋≤

ξ狀，由式（１９）可得

狓（狋）≥－１＋ｅｘｐ［－狏
α
１∫
ξ狀

狋
狉（狊）ｄ狊］，　　　　狋０ ≤狋≤ξ狀． （２２）

当ξ狀≤狋≤狆狀，时，由式（２２）及式（２）可得

－犉（狋，［狓（·）］α）≤狉（狋）ｍａｘ｛０，ｓｕｐ
狊∈［犵（狋），狋］

［－狓（·）］α｝≤狉（狋）ｍａｘ｛０，ｓｕｐ
狊∈［犵（狋），ξ狀

］
［－狓（·）］α｝≤

狉（狋）［１－ｅｘｐ｛－狏α１∫
ξ狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝］α ≤狉（狋）［１－αｅｘｐ｛－狏

α
１∫
ξ狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝］．

因此有

狓′（狋）

１＋狓（狋）
≤ｍｉｎ｛狉（狋）狏

α
１，狉（狋）［１－αｅｘｐ｛－狏

α
１∫
ξ狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝］｝，　　ξ狀 ≤狋≤狆狀． （２３）

　　以下分两种情况进行讨论．

情况１　－
ｌｎ（１－狏α１／α）

狏α１
≤
３

２
＋ε．

再分别考虑两种可能的子情况．

子情况１　∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊≤－
ｌｎ（１－狏α１／α）

狏α１
≤
３

２
＋ε．
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此时，由式（１７），（２３）可得

ｌｎ［１＋狓（狆狀）］≤∫
狆狀

ξ狀

狉（狋）［１－αｅｘｐ｛－狏α１∫
ξ狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝］ｄ狋≤

∫
狆狀

ξ狀

狉（狋）［１－αｅｘｐ｛－狏α１［
３

２
＋ε－∫

狋

ξ狀

狉（狊）ｄ狊］｝］ｄ狋≤

∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊－
α
狏α１
［ｅｘｐ｛－

３＋２ε
２
狏α１＋狏

α
１∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊｝－ｅｘｐ｛－
３＋２ε
２
狏α１｝］＝

∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊－
α
狏α１
［１－ｅｘｐ｛－狏α１∫

狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊｝］［ｅｘｐ｛－狏α１（
３＋２ε
２

－∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊）］． （２４）

又由于函数犳１（狓）＝狓－
α
狏α１
［１－ｅｘｐ｛－狏α１狓｝］［ｅｘｐ｛－狏

α
１（
３＋２ε
２
－狓）｝］在０≤狓≤

３

２
＋ε上严格递增，所

以由式（２４）可得

ｌｎ［１＋狓（狆狀）］≤－
ｌｎ（１－狏α１／α）

狏α１
－ｅｘｐ｛－狏α１［

３＋２ε
２

＋
ｌｎ（１－狏α１／α）

狏α１
］｝≤

－
（１－狏α１）ｌｎ（１－狏

α
１／α）

狏α１
－１＋

３＋２ε
２
狏α１ ≤

－
（１－狏α１）ｌｎ（１－狏

α
１）

狏α１
－１＋

３＋２ε
２
狏α１ ≤ （１＋ε）狏

α
１－
１

６
狏２α１ ． （２５）

　　上述不等式的推导中，应用了幂级数展开及不等式

ｌｎ（１－狏α１／α）≥ｌｎ（１－狏
α
１），

（１－狏１）ｌｎ（１－狏１）≥－狏１＋
１

２
狏２１＋

１

６
狏３１

烅

烄

烆
．

　　子情况２　－
ｌｎ（１－狏α１／α）

狏α１
＜∫

狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊≤
３

２
＋ε．

此时，必存在犾狀 ∈ （ξ狀，狆狀），使得∫
狆狀

犾狀

狉（狊）ｄ狊≡－
ｌｎ（１－狏α１／α）

狏α１
．于是，由式（１７），（２３）可得

ｌｎ［１＋狓（狆狀）］≤∫
犾狀

ξ狀

狉（狊）狏α１ｄ狊＋∫
狆狀

犾狀

［１－αｅｘｐ｛狏α１∫
ξ狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝］ｄ狋≤

狏α１∫
犾狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊＋∫
狆狀

犾狀

狉（狊）ｄ狊－－
α
狏α１
［１－ｅｘｐ｛－狏α１∫

狆狀

犾狀

狉（狊）ｄ狊｝］×

ｅｘｐ｛－狏α１［
３＋２ε
２

－∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊］｝＝

狏α１∫
犾狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊＋∫
狆狀

犾狀

狉（狊）ｄ狊－ｅｘｐ｛－狏α１［
３＋２ε
２

－∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊］｝＝

狏α１∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊＋（１－狏α１）∫
狆狀

犾狀

狉（狊）ｄ狊－ｅｘｐ｛－狏α１［
３＋２ε
２

－∫
狆狀

ξ狀

狉（狊）ｄ狊］｝． （２６）

又由于函数狏α１狓－ｅｘｐ｛－狏
α
１［
３＋２ε
２
－狓］｝在０≤狓≤

３＋２ε
２
上是严格单调增加的，故由式（２６）可得

ｌｎ［１＋狓（狆狀）］≤－
（１－狏α１）ｌｎ（１－狏

α
１／α）

狏α１
－１＋

３＋２ε
２
狏α１ ≤ （１＋ε）狏

α
１－
１

６
狏２α１ ． （２７）

　　综合子情况１，２，可以证明

ｌｎ［１＋狓（狆狀）］≤ （１＋ε）狏
α
１－
１

６
狏２α１ ，　　狀＝１，２，…． （２８）

在式（２８）中，令狀→＋∞及ε→０
＋，可得

ｌｎ（１＋狌）≤狏
α
－
１

６
狏２α． （２９）

　　情况２　－
ｌｎ（１＋狏１）

狏１
＞
３

２
＋ε．

此时，类似于式（２５）可得
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ｌｎ［１＋狓（狆狀）］≤狏
α
１－
１

６
狏２α１ ，　　狀＝１，２，…． （３０）

在式（３０）中，令狀→＋∞及ε→０
＋，可得

ｌｎ（１＋狌）≤狏
α
－
１

６
狏２α． （３１）

　　综合情况１，２，可以得到

ｌｎ（１＋狌）≤狏
α
－
１

６
狏２α． （３２）

下面证明

－ｌｎ（１＋狏）≤狌
α
＋
１

６
狌２α． （３３）

　　通过前面式（２１）的讨论，类似式（１２）的证明，可知存在η狀∈［犵（狇狀），狇狀），使得狓（η狀）＝０且狓（狋）＜

０，狋∈（η狀，狇狀］．对狋０≤狋≤η狀，由式（２０）可得

狓（狋）≤－１＋ｅｘｐ［狌
α
１∫
η狀

狋
狉（狊）ｄ狊］，　　狋０ ≤狋≤η狀． （３４）

当η狀≤狋≤狇狀 时，由式（３４）及式（２）可得

－犉（狋，［狓（·）］α）≥－狉（狋）ｍａｘ｛０，ｓｕｐ
狊∈［犵（狋），狋］

［－狓（·）］α｝≥

－狉（狋）ｍａｘ｛０，ｓｕｐ
狊∈［犵（狋），η狀

］
［－狓（·）］α｝≥－狉（狋）狌

α－１
１ ［ｅｘｐ｛狌

α
１∫
η狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝－１］．

因此有

－
狓′（狋）

１＋狓（狋）
≤ｍｉｎ狉（狋）狌

α
１，狉（狋）狌

α－１
１ ［ｅｘｐ｛狌

α
１∫
η狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝－１｛ ｝］，　　η狀 ≤狋≤狇狀． （３５）

　　下面分３种情况分别进行讨论．

情况１　∫
狇狀

η狀

狉（狊）ｄ狊≤１．

由式（３５）可得

－ｌｎ［１＋狓（狇狀）］≤狌
α
１∫
狇狀

η狀

狉（狊）ｄ狊≤狌
α
１ ≤狌

α
１＋
１

６
狌２α１． （３６）

　　情况２　１＜∫
狇狀

η狀

狉（狊）ｄ狊≤
３＋２ε
２

－
ｌｎ（１＋狌α１）

狌α１
．

由于函数犳３（狓）＝
３＋２ε
２
狓－ｌｎ（１＋狓）在［０，＋∞）上严格增加且犳３（０）＝０，故由式（３５）又可得

－ｌｎ［１＋狓（狇狀）］≤狌
α
１∫
狇狀

η狀

狉（狊）ｄ狊≤
３＋２ε
２
狌α１－ｌｎ（１＋狌

α
１）≤ （１＋ε）狌

α
１＋
１

６
狌２α１ ． （３７）

　　情况３　
３＋２ε
２

－
ｌｎ（１＋狌α１）

狌α１
＜∫

狇狀

η狀

狉（狊）ｄ狊≤
３＋２ε
２
．

必存在犺狀 ∈ （η狀，狇狀），使得∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊＝
３＋２ε
２

－
ｌｎ（１＋狌α１）

狌α１
．由式（３５）可得

－ｌｎ［１＋狓（狇狀）］≤狌
α
１∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊＋∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ［ｅｘｐ｛狌
α
１∫
η狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝－１］ｄ狋＝

狌α１∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊－∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ｄ狋＋∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ｅｘｐ｛狌
α
１∫
η狀

犵（狋）
狉（狊）ｄ狊｝ｄ狋＝

狌α１∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊－∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ｄ狋＋∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ［ｅｘｐ｛
３＋２ε
２
狌α１－狌

α
１∫
狋

η狀

狉（狊）ｄ狊｝］ｄ狋≤

狌α１∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊－∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ｄ狋＋
１

狌１
ｅｘｐ｛

３＋２ε
２
狌α１｝×

［ｅｘｐ｛－狌α１∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊｝－ｅｘｐ｛－狌α１∫
狇狀

η狀

狉（狊）ｄ狊｝＝

狌α１∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊－∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ｄ狋＋
１

狌１
｛１＋狌α１－ｅｘｐ｛狌

α
１［
３＋２ε
２

－∫
狇狀

η狀

狉（狊）ｄ狊］｝｝≤
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狌α１∫
犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊－∫
狇狀

犺狀

狉（狋）狌α－１１ ｄ狋＋狌
α－１
１ ≤狌

α－１
１ ｛（１＋狌１）∫

犺狀

η狀

狉（狊）ｄ狊＋１－
３＋２ε
２
｝＝

－
（１＋狌１）ｌｎ（１＋狌

α
１）

狌１
＋１＋

３＋２ε
２
狌α１ ≤－

（１＋狌１）ｌｎ（１＋狌
α
１）

狌α１
＋１＋

３＋２ε
２
狌α１． （３８）

　　又由于函数犳４（狓）＝（１＋狓）ｌｎ（１＋狓）－狓－
１

２
狓２＋

１

６
狓３ 在［０，＋∞）内严格增加且犳４（０）＝０，于是

从式（３８）有

－ｌｎ［１＋狓（狇狀）］≤ （１＋ε）狌
α
１＋
１

６
狌２α１ ． （３９）

　　综合以上３种情况，可以证明当狌１≥１时，有

－ｌｎ［１＋狓（狇狀）］≤ （１＋ε）狌
α
１＋
１

６
狌２α１ ，　　狀＝１，２，…． （４０）

在式（４０）中，令狀→＋∞及ε→０
＋，即可得式（３３）．于是，从式（３２），（３３）及引理１可知狌＝狏＝０．这就证

明了当狓（狋）是振动时，结论成立．证毕．

由文献［１，４］可知，当α＝１时，不等式组（１２）在区域犇内只有唯一解（０，０）．于是，有下面的推论．

推论１　当α＝１时，在定理１成立的条件下，若∫
＋∞

０
狉（狊）ｄ狊＝＋∞ 成立，则式（５）与式（３）的每个

解趋于０．

注１　推论１包含了目前关于α＝１的很多结果
［６］．

注２　在证明中，狌＝０或狏＝０这些特殊的情况没有考虑．事实上，若狌＝０或狏＝０时，结论显然

成立．
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