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一类犖犲犺犪狉犻函数族的拟共形延拓与系数偏差
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摘要：　研究一类Ｎｅｈａｒｉ函数族的拟共形延拓，给出拟共形延拓的复伸张估计．对该类函数在单位圆内级数

展开的系数给出一些精确估计，改进并推广了杨宗信等人的相应结果．
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１　预备知识

设犇＝｛狕｜｜狕｜＜１，犳为犇 上的局部单叶的解析函数，其Ｓｃｈｗａｒｚ导数定义为犛犳（狕）＝（犳″／犳′）
１－

１

２
（犳″／犳′）

２．由单叶函数论可知，犳单叶的必要条件是｜犛犳（狕）｜≤６／（１－｜狕｜
２）２．

１９４９年，Ｎｅｈａｒｉ
［１］证明了，若犳在犇 内解析，满足｜犛犳（狕）｜≤２／（１－｜狕｜

２）２，则犳在犇 内单叶．Ａｈｌ

ｆｏｒｓ等
［２］证明了，若犳为犇 内局部单叶的亚纯函数，满足

狘犛犳（狕）狘≤
２犽

（１－狘狕狘
２）２
，　　０≤犽＜１， （１）

则犳在犇 内单叶且可以拟共形延拓到整个复平面上．其延拓后的复特征为

μ（１／珔狕）＝－
１

２
（狕／珔狕）２（１－狘狕狘

２）２狊犳（狕），　　狕∈犇．

　　１９７９年，Ｎｅｈａｒｉ
［３］证明了，若犳在犇 内解析，满足

狘犛犳（狕）狘≤
２α（１＋（１－α）狘狕狘

２

（１－狘狕狘
２）２

，　　１≤α≤２． （２）

则犳在单位圆盘上单叶，等号可以由极值函数犉（狕）＝∫
狕

０
ｄζ／（１－ζ

２）α 达到．用犖 表示单位圆盘上满足

式（２）的解析函数的全体，犖犽 表示单位圆盘上满足

狘犛犳（狕）狘≤
２α（１＋（１－α）狘狕狘

２

（１－狘狕狘
２）２

，　　０≤犽＜１，　１≤α≤２ （３）

的解析函数的全体．

文献［４?９］对函数类进行深入的研究，称满足式（２）的函数族为Ｎｅｈａｒｉ族．Ｎｅｈａｒｉ函数类与区域常

数、区域的几何特征有密切的联系［１０］．可见，对该问题的研究是一个重要的课题．

基于Ａｈｌｆｏｒｓ等
［２］的研究，文献［１１?１２］对犳∈犖

犽 的拟共形延拓作了进一步研究，文献［１１］得到

定理犃　设犳是定义在单位圆盘犇 上的亚纯函数，满足式（３），当０≤犽≤２α－１－ （２α－１）槡
２，犕＝

１＋犽＋ （１＋犽）２－４α槡 犽
２

时，犈犳（狕）是犳到整个复平面上的
１＋犽
１－犽

?拟共形延拓，有

犈犳（狕）＝
犳（狕），　　狘狕狘≤１，

犺犕（狕），　　狘狕狘＞１｛ ，
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犺犕（狕）＝犳（
１
珔狕
）＋

犳′（
１
珔狕
）

犕珔狕

狘狕狘
２
－１
－
１

２
犳″

犳′
（１
珔狕
）
．

其中：犕＝犕（α，犽）是常数．

２　主要结果及其证明

设犳（狕）为单位圆上局部单叶的解析函数满足式（３），根据文献［５］的方法，令

犈犳（狕）＝
犳（狕），　　狘狕狘≤１，

犺α（狕），　　狘狕狘＞１｛ ．

犺α（狕）＝犳（
１
珔狕
）＋

犳′（
１
珔狕
）

犕珔狕

狘狕狘
２
－１
－
１

２
犳″

犳′
（１
珔狕
）
，

则在｜狕｜＞１上犺α（狕）的伸缩商为

狘μ犺α（狕）狘≤ （α－１）（１－犽）
１

狘狕狘
２＋犽＜ （α－１）（１－犽）＋犽≤１．

　　由文献［１０］可知，犺α（狕）为犳到整个复平面上的拟共形延拓，且当α＝１时有‖μ犺（狕）‖∞＝犽取得最

小的伸张．即犺（狕）为犳到整个复平面上的
１＋犽
１－犽

?拟共形延拓．这是文献［２］的结论．但是，当１＜α≤２

时，利用上述构造却得不到１＋犽
１－犽

?拟共形延拓．

为此，如定理Ａ所述，希望找出适当的犕（α，犽），使得上述的延拓是整个复平面上的拟共形映照，且

使得‖μ犺犕‖∞为最小．对于｜狕｜＞１，经计算可得

犺珔狕 ＝－珔狕
－２
犳′（
１
珔狕
）＋ －珔狕

－２
犳″（
１
珔狕
） 犕珔狕

狘狕狘
２
－１
－
１

２
犳″

犳′
（１
珔狕［ ］）｛ －

犳′（
１
珔狕
） －犕
（狘狕狘

２
－１）

２＋
１

２
（犳″
犳′
）′珔狕－［ ］｝２ ／ 犕珔狕

狘狕狘
２
－１
－
１

２
犳″

犳′
（１
珔狕［ ］）

２

，

犺狕（狕）＝
犕珔狕犳′（

１
珔狕
）

（狘狕狘
２
－１）

２ 犕珔狕

狘狕狘
２
－１
－
１

２
犳″

犳′
（１
珔狕［ ］）

２
，

从而有

狘μ犺犕（狕）狘＝
犺珔狕（狕）

犺狕（狕）
＝

犕－犕
２

（狘狕狘
２
－１）

２－
１

２
珔狕－２犛犳（

１
珔狕
）

犕珔狕２（狘狕狘
２
－１）

２

≤

狘１－犕狘
１

狘狕狘
２＋

１

２犕
（１－

１

狘狕狘
２
）２·
２α犽（１＋（１－α）

１

狘狕狘
２
）

（１－
１

狘狕狘
２）

＝

α犽
犕
＋ 狘犕－１狘＋

α犽（１－α）［ ］犕
１

狘狕狘
２．

　　由文献［１１］的结果，可得犺犕（狕）的伸缩商为

狘μ犺犕（狕）狘≤狘１－犕狘＋
α犽
犕
．

因此，当０≤犽≤２α－１－ （２α－１）
２

槡 －１时，取犕＝
１＋犽＋ （１＋犽）２－４α槡 犽

２
，则有｜μ犺犕（狕）｜≤犽．即犺犕（狕）

是１＋犽
１－犽

?拟共形映照．以上的结果是不真的．

事实上，取犕＝
１＋犽＋ （１＋犽）２－４α槡 犽

２
时，有
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狘μ犺犕（狕）狘≤狘１－犕狘＋
α犽
犕
＝１－ （１＋犽）

２
－４α槡 犽 ＞犽．

　　为了找到复伸张较好的延拓，对犺犕（狕）的复特征进行估计．

（１）当犕＞１时，有

狘μ犺犕（狕）狘≤
α犽
犕
＋［犕－１＋

α犽（１－α）

犕
］ １

狘狕狘
２．

　　（ｉ）若犕－１＋
α犽（１－α）

犕
≤０，可解得

１＜犕 ≤
１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）

２
≤α，

所以，｜μ犺犕（狕）｜≤
α犽
犕
．此时，当犕＝

１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）

２
时，有最小的伸张估计

狘μ犺犕（狕）狘≤
２α犽

１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）
．

　　（ｉｉ）若犕－１＋
α犽（１－α）

犕
＞０，可解得

犕 ＞
１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）

２
，

所以，｜μ犺犕 （狕）｜≤
α犽（２－α）

犕
＋犕－１．令犵（犕）＝

α犽（２－α）

犕
＋犕－１，则犵′（犕）＞０，此时，当 犕＝

１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）

２
时，有最小的伸张估计

狘μ犺犕（狕）狘≤
２α犽

１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）
．

　　（２）当０＜犕≤１时，有

狘μ犺犕（狕）狘≤
α犽
犕
＋［１－犕＋

α犽（α－１）

犕
］ １

狘狕狘
２．

　　（ｉ）若１－犕＋
α犽（１－α）

犕
≤０，可解得当４α犽（α－１）≤１时，有

０＜犕 ≤
１－ １－４α犽（α－１槡 ）

２
，

或 １＋ １＋４α犽（α－１槡 ）

２
≤犕 ≤１．

当４α犽（α－１）＞１时，０＜犕≤１．所以，｜μ犺犕（狕）｜≤
α犽
犕
．此时，当犕＝１时，有最小的伸张估计

狘μ犺犕（狕）狘≤α犽．

　　（ｉｉ）若１－犕＋
α犽（１－α）

犕
＞０，解得只有当４α犽（α－１）≤１时，有

１－ １－４α犽（α－１槡 ）

２
＜犕 ＜

１＋ １－４α犽（α－１槡 ）

２

故｜μ犺犕（狕）｜≤
α犽（２－α）

犕
＋１－４．令犵（犕）＝

α犽（２－α）

犕
＋１－４，则犵′（犕）＜０．此时，当４α犽（α－１）≤１时，取

犕＝
１＋ １－４α犽（α－１槡 ）

２
，有最小的伸张估计

狘μ犺犕（狕）狘≤
２α犽

１＋ １－４α犽（α－１槡 ）
．

　　综上所述，可以得到利用上述构造拟共形延拓的方法．即当犕＝
１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）

２
时，犺犕（狕）的
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最大伸缩商是最小的，即 ２α犽

１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）
．由此，可证明如下定理．

定理１　设犳是定义在单位圆盘犇 上的亚纯函数，且满足式（３），则当犕＝
１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）

２
时，

有

犈犳（狕）＝

　　　　　　　犳（狕），　　狘狕狘≤１，

犳（
１
珔狕
）＋

犳′（
１
珔狕
）

犕珔狕

狘狕狘
２
－１
－
１

２
犳″

犳′
（１
珔狕
）
，　　狘狕狘＞１

烅

烄

烆

，

是犳（狕）到整个复平面上的拟共形延拓，且‖μ犺犕（狕）‖∞＝
２α犽

１＋ １＋４α犽（α－１槡 ）
．

当α＝１时，可以得到如下推论．

推论１　若犳为单位圆盘犇 上的亚纯函数，且满足式（１），则有

犈犳（狕）＝

　　　　　　犳（狕），　　狘狕狘≤１，

犳（
１
珔狕
）＋

犳′（
１
珔狕
）

珔狕

狘狕狘
２
－１
－
１

２
犳″

犳′
（１
珔狕
）
，　　狘狕狘＞１

烅

烄

烆

，

是犳（狕）到整个复平面上的
１＋犽
１－犽

?拟共形延拓．

令犖０ 表示犖 中满足就范条件犳（０）＝０，犳′（０）＝１，犳″（０）＝０的子类．对犳（狕）＝狕＋犪３狕
３＋…∈犖０

的系数进行研究，可以得到

定理２　若犳（狕）＝狕＋犪３狕
３＋…在｜狕｜＜１上满足式（２），则有｜犪３｜≤

α
３
．其中：等号可以由极值函数

犉（狕）＝狕＋
α
３
狕３＋

α（α＋１）

１０
狕５＋…达到．

证明　由文献［１１］中的定理２．１可得

犳″

犳′
（狕）≤

２α狘狕狘
１－狘狕狘

２．

所以，对于｜ζ｜＝１，０≤狉＜１有

∫
狉

０

犳″

犳′
（狉ζ）ｄ狉 ≤∫

狉

０

犳″

犳′
（狉ζ）ｄ狉≤∫

狉

０

２α狉

１－狉
２ｄ狉＝－ｌｎ（１－狉

２）α．

　　由犳′（０）＝１，可得

ｌｎ狘犳′（狕）狘≤狘ｌｎ犳′（狕）狘≤－ｌｎ（１－狉
２）α，

因此有

狘犳′（狕）狘（１－狘狕狘
２）α ≤１．

将上式代入犳（狕），可得

狘１＋３犪３狕
２
＋…狘（１－狘狕狘

２）α ≤１．

　　经整理，两边同时平方可得

（１＋３犪３狕
２
＋…）（１＋３珔犪３珔狕

２
＋…）（１－犆

１
２α狘狕狘

２
＋犆

２
２α狘狕狘

４
＋…）≤１．

当狕→０时，有

（１＋６Ｒｅ（犪３狕
２）＋狅（狕

２））（１－２α狘狕狘
２
＋狅（狘狕狘

２））≤１，

整理后可得

Ｒｅ（犪３
狕２

狘狕狘
２＋

狅（狕２）

６狘狕狘
２ ≤

α
６
，

所以，当狕→０时，｜犪３｜≤
α
３
．证毕．
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若犳（狕）＝
１

狕
＋犪０＋犪１狕＋…∈犖，则有犵（狕）＝

１

犳（狕）－犪０
＝狕－犪１狕

３＋…∈犖０．由定理２可得｜犪１｜≤

α
３
．因此，有如下推论．

推论２　设犳（狕）＝
１

狕
＋犪０＋犪１狕＋…∈犖，则有｜犪１｜≤

α
３
．其中：等号可以由极值函数

１

犉（狕）
＝
１

狕
－

α
３
狕－
９α－α

２

９０
狕３＋…达到．

当α＝２时，文献［１２］对以上的结论作过相应的研究，文中的定理２及推论２推广了文献［１２］的结

果．
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