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采用统一强度理论的锚喷支护

围岩弹塑性统一解

郑强，林从谋，孟凡兵

（华侨大学 岩土工程研究所，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　基于双剪统一强度理论，结合点锚式锚杆锚喷支护的力学机理，导出双向等地应力情况下无限均匀介

质中锚喷支护圆形洞室围岩应力场、位移场及塑性区半径解析解．分析强度理论参数犫值对弹性区和塑性区

应力、位移的分布特点的影响，以及锚喷支护对塑性区半径影响的变化趋势．结果表明：与 Ｍｏｒｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ

强度理论结果相比，隧道轴向应力和强度理论中的参数犫对隧道围岩应力场、位移场、塑性区半径及支护反力

等均有影响；围岩应力值在锚固区外端位置有一个跌落；锚固区外端在塑性区的围岩应力跌落比在弹性区时

大，隧道围岩塑性区半径随着锚固区半径先增大而减小，最后趋于平缓．
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在地下结构（如巷道、隧道）中，都存在围岩变形及围岩与支护结构相互作用问题．一方面，当洞室

周围锚有均布的径向锚杆时，都能通过承拉限制围岩径向位移来改善围岩应力状态，而且通过锚杆承剪

可改善锚固体力学参数，提高锚固体的强度，形成共同承载结构，充分发挥围岩自承能力［１］．另一方面，

岩石的强度及破坏不仅与最大主应力、最小主应力有关，还与中间主应力密切相关，实验证实中间主应

力可使岩石的强度增大３０％左右
［２］．目前，在隧道等地下结构的弹塑性分析中，通常采用 Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕ

ｌｏｍｂ强度理论、Ｈｏｅｋ?Ｂｒｏｗｎ强度理论等单剪强度理论
［３?４］．然而，该强度理论忽略了中间主应力的作

用，只考虑最大和最小主应力对材料强度的贡献，导致分析结果普遍偏于保守．双剪统一强度理论
［５?７］是

一种对于拉压同性和异性，不同中间主应力效应情况下都可以适用的强度理论，并可以退化成或线性逼

近于其他的各种强度理论．本文基于考虑中间主应力影响的统一强度理论，结合隧道锚喷支护对围岩

稳定性的影响，推导围岩中基于统一强度理论锚喷支护的统一解．

１　双剪统一强度理论

双剪统一强度理论的表达式［５?７］为

犉＝ασ１－
犫σ２＋σ３
１＋犫

＝犳ｔ，　　σ２ ≤
ασ１＋σ３
１＋α

； （１）

犉′＝
α
１＋犫

（σ１＋犫σ２）－σ３ ＝犳ｔ，　　σ２ ≥
ασ１＋σ３
１＋α

． （２）

式（１），（２）中：犫为强度理论参数；α为材料单轴强度抗压比；犳ｔ为材料的单轴抗拉强度．

从上两式可看出，统一强度理论融现有的各种强度理论于一体，已不是传统意义上的，只适用于某

一类材料的单一强度理论．如果采用单剪强度理论，就只能考虑到隧道断面上径向应力和切向应力的

作用；而采用统一强度理论，不仅可以考虑到上述两个应力，还可考虑到隧道轴向应力的作用［６?８］．

对于外凸型强度理论而言，犫的取值范围为［０，１］． 当犫＝０时，统一强度理论退化成 Ｍｏｈｒ?
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Ｃｏｕｌｏｍｂ强度理论，它界定了统一强度理论的下限；当犫＝１时，统一强度理论退化成双剪强度准则，它

界定了统一强度理论的上限；当０＜犫＜１时，统一强度理论可分别与现有的其他强度理论作直线近似．

２　力学计算模型建立

图１为力学计算模型．对该力学计算模型，作如下６点基本假设：（１）隧道断面等效为圆形，长度

无限（平面应变）；（２）原岩应力（狆）为各向等压（静水压力）状态；（３）围岩为均质、各向同性、无蠕变，其

性质为理想弹塑性体；（４）锚杆端锚固，锚杆工作阻力均匀分布在环向围岩圈上；（５）初衬支护抗力为

图１　力学计算模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌ

狆ｉ，隧道周边锚杆支护强度为狆ａ（狉０ 为隧道半径）；（６）锚固端环向围

岩圈上锚杆施加的支护强度为狆ａ
狉０
狉ｍ
，狉０ 为锚杆锚固端位置半径．

３　锚固圈位于塑性区内

静水压力条件下，圆形断面隧道围岩的弹塑性力学分析可以看

成是平面应变问题，并可以认为是主应力．塑性区内的径向应力、切

向应力和轴向应力的关系为

σ
（狆）
θ ＞σ

（狆）
狕 ＞σ

（狆）
狉 ，　　σ

（狆）
狕 ＝

１

２
（σ
（狆）
狉 ＋σ

（狆）
θ ）． （３）

　　根据α＝
１－ｓｉｎφ１
１＋ｓｉｎφ１

，犳ｔ＝
２犆０ｃｏｓφ１
１＋ｓｉｎφ１

．其中：犆１，φ１ 分别为加固后围岩的犆，φ值，一般可取φ１＝φ，而

犆１ 按犆及由锚杆抗剪力折算．将式（３）代入式（２），可得

σ狆狉 －σ
狆
θ ＝－（犓１σ

狆
狉 ＋犓２）． （４）

式（４）中：犓１＝
４（１＋犫）ｓｉｎφ１
（２＋犫）（１－ｓｉｎφ１）

，犓２＝
４（１＋犫）犆１ｃｏｓφ１
（２＋犫）（１－ｓｉｎφ１）

．

不考虑体积力时，平面应变问题的平衡方程为

σ狆狉

狉
＋
σ狆狉 －σ

狆
θ

狉
＝０ （５）

当边界条件狉＝狉０ 时，锚杆在洞壁上产生支护的附加抗力σ
（狆）
狉 ＝狆ａ＋狆ｉ，将式（４）代入式（５），可得

σ
（狆）
狉 ＝ （狆ａ＋狆ｉ＋

犓２
犓１
）（狉
狉０
）犓１－

犓２
犓１
，　　狉０ ≤狉≤狉ｃ． （６）

式（６）中：狉ｃ为有锚杆时的塑性区半径．

塑性区边界狉＝狉ｃ处的应力与原岩应力狆的关系为

σ
（狆２
）

狉 狘狉＝狉ｃ＋σ
（狆２
）

θ 狘狉＝狉ｃ ＝２狆． （７）

将式（７）代入塑性条件式（４），经整理后即可得狉＝狉ｃ处的应力为

σ狉狘狉＝狉ｃ ＝
２狆－犓２
２＋犓１

，　　σθ狘狉＝狉ｃ ＝
２狆＋２狆犓１＋犓２

２＋犓１
． （８）

　　式（８）表明：弹塑性界面的应力是一个取决于狆，犆１，φ１ 的函数，与支护抗力狆ａ，狆ｉ无关．

令锚杆内端点的径向应力为σｍ 并位于塑性区内，则在弹塑性界面上的径向应力为

σ狉狘狉＝狉ｃ ＝ （σｍ＋
犓２
犓１
）（狉ｃ
狉ｍ
）犓１－

犓２
犓１
＝
２狆－犓２
２＋犓１

． （９）

由此可得

σｍ ＝ （
２狆－犓２
２＋犓１

＋
犓２
犓１
）（狉ｍ
狉ｃ
）犓１－

犓２
犓１
． （１０）

此外，由式（４）并考虑锚杆内端的分布力，有

σｍ ＝ （狆ａ＋狆ｉ＋
犓２
犓１
）（狉ｍ
狉０
）犓１－

犓２
犓１
－
狉０
犚ｍ
狆ａ． （１１）

联立式（１０），（１１），可得有锚杆时的塑性区半径狉ｃ，即

７２３第３期　　　　　　　　　　郑强，等：采用统一强度理论的锚喷支护围岩弹塑性统一解



狉ｃ＝狉ｍ

２（狆犓１＋犓２）

犓１（２＋犓１）［（狆ａ＋狆ｉ＋
犓２
犓１
）（狉ｍ
狉０
）犓１－

狉０
犚ｍ
狆ａ

熿

燀

燄

燅
］

１／犓
１

． （１２）

　　将式（１２）代入式（６），（７），可得洞壁到锚杆内端区域内的应力解析解，即

σ
（狆）
狉 ＝ （狆ａ＋狆ｉ＋

犓２
犓１
）（狉
狉０
）犓１－

犓２
犓１
，　　狉０ ≤狉≤狉ｍ； （１３）

σ
（狆）

φ ＝ （狆ａ＋狆ｉ＋
犓２
犓１
）（１＋犓１）（

狉
狉０
）犓１－

犓２
犓１
，　　狉０ ≤狉≤狉ｍ． （１４）

　　将式（１１）代入式（６），（７），可得锚杆内端到弹塑性边界区域内的应力解析解，即

σ
（狆）
狉 ＝ （σｍ＋

犓２
犓１
）（狉
狉ｍ
）犓１－

犓２
犓１
，　　狉ｍ ≤狉≤狉ｃ； （１５）

σ
（狆）

φ ＝ （σｍ＋
犓２
犓１
）（１＋犓１）（

狉
狉ｍ
）犓１－

犓２
犓１
，　　狉ｍ ≤狉≤狉ｃ． （１６）

　　锚固区内弹性区的弹性应力为

σ
（犲）
狉 ＝

犃

狉２
＋２犆，　　σ

（犲）
θ ＝－

犃

狉２
＋２犆． （１７）

弹塑性边界条件为

σ狆狉＝狉ｃ ＝σ
犲
狉＝狉ｃ
，　　σｃ＝

犃

狉２ｃ
＋２犆． （１８）

在无穷远处有

（σ
犲
狉）狉＝＋∞ ＝狆，　　（σ

犲
θ）狉＝＋∞ ＝狆，　　犆＝狆／２． （１９）

围岩弹性区应力及位移为

σ
犲
狉 ＝狆－

（犓２＋狆犓１）（狉ｃ）
２

（２＋犓１）狉
２

，

σ
犲
θ＝狆＋

（犓２＋狆犓１）（狉ｃ）
２

（２＋犓１）狉
２

，

狌犲狉 ＝
（狉ｃ）

２（犓２＋狆犓１）

２犌狉（２＋犓１）

烍

烌

烎
．

（２０）

式（２０）中：狉ｃ≤狉≤＋∞．

为求得塑性区位移狌狆，可假定小变形情况下塑性体积不变，即ε＝ε狆狉＋ε狆θ＋ε
狆
狕＝０．将几何方程代入，

可得

狌狆

狉
＋
狌狆

狉
＝０． （２１）

该微分方程的解为

狌狆 ＝犃／狉． （２２）

式（２２）中：犃为待定系数．由弹塑性界面狉＝狉ｃ上变形协调，有

狌犲 ＝狌狆． （２３）

令弹塑性界面上的应力差为犕，由式（８）可得

（σθ－σ狉）狉＝狉ｃ ＝犕 ＝
２（犓２＋狆犓１）

２＋犓１
． （２４）

将弹性区及塑性区位移表达式代入（２３），可得

犃＝
（狉ｃ）

２（犓２＋犘犓１）

２犌（２＋犓１）
＝
犕（狉ｃ）

２

４犌
． （２５）

因而，可得有锚杆时的塑性区围岩位移，即

狌狆 ＝
犕（狉ｃ）

２

４犌狉
，　　狉０ ≤狉≤狉ｃ． （２６）

　　对于点锚式锚杆，按锚杆与围岩共同变形理论获得锚杆轴力，有

犙＝
（狌′－狌″）犈ａ犃ｓ
狉ｍ－狉０

，　　狌′＝
犕（狉ｃ）

２

４犌狉０
－狌

ａ
０，　　狌″＝

犕（狉ｃ）
２

４犌狉ｍ
－
狉０
狉ｃ
狌ａ０． （２７）
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式（２７）中：狌′为锚杆外端位移；狌″为锚杆内端位移；狌ａ０ 为锚固前的洞壁位移，原则上应按实测值确定，也

可按经验确定；犈ａ，犃狊分别为锚杆弹性模量与锚杆横截面面积．

４　锚杆锚固端位于弹性区内

塑性区的应力解和位移解同上．锚固区内弹性区的弹性应力为

σ
犲
１
狉 ＝犃／狉

２
＋２犆，　　σ

犲
１
θ ＝－犃／狉

２
＋２犆． （２８）

锚固区外弹性区的弹性应力为

σ′
犲
１
狉 ＝犃′／狉

２
＋２犆′，　　σ′

犲
１
θ ＝－犃′／狉

２
＋２犆′． （２９）

由弹塑性边界条件σ狆狉＝狉
ｃ
＝σ

犲
１
狉＝狉

ｃ
，可得

σｃ＝犃／狉
２
ｃ＋２犆． （３０）

在无穷远处，有（σ
犲
２
狉 ）狉＝＋∞＝狆，（σ

犲
２
θ ）狉＝＋∞＝狆，犆′＝狆／２．由两弹性区界面（σ

犲
２
狉 ）狉＝＋∞＝狆，可得

犃

狉２ｍ
＋２犆＝

犃′

狉２ｍ
＋狆＋

狉０
狉ｍ
狆ａ． （３１）

两弹性区位移协调后可得

２犆（１－２μ）－
犃

狉２ｍ
＋
犃′

狉２ｍ
＝０， （３２）

联立后可得

犃＝ （σｃ－
狆＋

狉０
狉ｍ
狆ａ

２（１－μ）
）狉２ｃ，　　犆＝

狆＋
狉０
狉ｍ
狆ａ

４（１－μ）
， （３３）

犃′＝

狆＋
狉０
狉ｍ
狆ａ

２（１－μ）
（２μ狉

２
ｍ－狉

２
ｍ－狉

２
ｃ）＋σｃ狉

２
ｃ，　　犆′＝狆／２． （３４）

由（σ狉＋σθ）
犲
１＝（σ狉＋σθ）

狆，即
狆＋
狉０
狉ｍ
狆ａ

（１－μ）
＝（狆ａ＋狆ｉ＋

犓２
犓１
）（狉ｃ
狉０
）犓１（２＋犓１）－２

犓２
犓１
，可得

狉ｃ＝狉０

１

１－μ
（狆＋

狉０
狉ｍ
狆ａ）＋２

犓２
犓１

（狆ａ＋狆ｉ＋
犓２
犓１
）（２＋犓１

熿

燀

燄

燅
）

１／犓
１

， （３５）

狌狉 ＝
１＋μ
犈
［２（１－２μ）犆狉－

犃
狉
］＝

犕狉２ｃ
４犌狉
． （３６）

弹塑性边界和两弹性区边界分别为

犕狉＝狉ｃ ＝ （σθ－σ狉）狉＝狉ｃ ＝
－２犃

狉２ｃ
，　　犕狉＝狉ｍ ＝ （σθ－σ狉）狉＝狉ｍ ＝

－２犃′

狉２ｍ
．

因而，塑性区位移为

狌狆 ＝
犕狉＝狉ｃ（狉ｃ）

２

４犌狉
，　　狉０ ≤狉≤狉ｃ．

锚固区内和锚固区外弹性区位移分别为

狌犲１ ＝
犕狉＝狉ｃ（狉ｃ）

２

４犌狉
，　　狌

犲
２ ＝

犕狉＝狉ｍ（狉ｍ）
２

４犌狉
，　　狉ｃ≤狉≤狉ｍ．

５　工程实例分析

实例Ａ８合同段大帽山隧道为泉厦高速公路扩建隧道，扩建方案在原两洞之间新建一座４车道隧

道，并将右洞扩建为４车道，形成大断面小间距隧道群．隧道洞身最大埋置深度约为１１０ｍ，转化为等

代圆［９］后，狉０＝８．６９ｍ，狉ｃ＝１３．６９ｍ，犆＝０．２ＭＰａ，φ＝３０，狆＝２．１２ＭＰａ，狆ｉ＝０．３ＭＰａ，犌＝２１０ＭＰａ．

经计算，锚固外端位于弹性区内，故采用锚杆锚固端位于弹性区内的计算公式，结果如图２～８所示．
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图２　轴向（或径向）应力与半径的关系 　图３　应力下降值与参数犫的关系 　图４　塑性区与锚固区半径的关系

　　Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ　　Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｔｒｅｓｓ　Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｐｌａｓｔｉｃ

ａｘｉａｌ（ｏｒｒａｄｉａｌ）ｓｔｒｅｓｓａｎｄｔｈｅｒａｄｉｕｓ　　　　ｄｒｏｐａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆ犫　　　　　ｚｏｎｅｒａｄｉｕｓａｎｄａｎｃｈｏｒｒａｄｉｕｓ

图５　参数犫对轴向（或径向）应力的影响　　　　　　　　　图６　围岩位移与半径的关系

　　　Ｆｉｇ．５　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ犫ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｎ　　　　　　　Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

　　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｎａｘｉａｌ（ｏｒｒａｄｉａｌ）ｓｔｒｅｓｓ　　　　　　　　　　　ａｎｄｒａｄｉｕｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犫ｖａｌｕｅｓ

　　图７　参数犫与锚杆轴力的关系 图８　参数犫与塑性区半径的关系

　　Ｆｉｇ．７　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎａｎｃｈｏｒａｘｉａｌ　　　　　　　　Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｐａｒａｍｅｔｅｒ犫

　　ｆｏｒｃｅａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ犫 ａｎｄｐｌａｓｔｉｃｚｏｎｅｒａｄｉｕｓ

由图２，３可以看出，围岩应力值在狉ｍ 位置有一个跌落，其中的下降值为（狉０／狉ｍ）狆ａ的下降值．当

锚杆锚固外端在围岩塑性区时下降显著，切向应力下降值为锚固端压力的２．５～３．５倍，径向应力下降

值为锚固端压力的１．０～１．５倍．这主要是由围岩极限平衡条件中的犆，φ值决定；当锚杆锚固外端在

围岩弹性区时下降减小，切向应力和径向应力下降值相等，为锚固端压力的１／３～１／４．

由图４可以看出，隧道围岩塑性区半径狉ｃ随着锚杆锚固区半径狉ｍ 增加开始阶段显著减小，呈双曲

线函数关系；到一定阶段后，狉ｃ基本无变化，呈近水平直线变化．在围岩塑性区半径处，锚杆长度稍微增

加锚固到弹性区时，可充分发挥围岩体的承载能力，狉ｃ有适当减小．因此，合理、经济地选择锚杆长度，

可以有效地控制围岩塑性区在较小的范围内．

由图２～８可以看出，围岩径向应力随着参数犫的增大而增大；切向应力在塑性区随着参数犫的增

大而增大，在弹性区则随着参数犫的增大而减小；塑性区半径和隧道周边围岩径向位移随着参数犫的
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增大而减小；弹塑性交界处的围岩径向应力及切向应力均随着参数犫的增大而增大．

６　结论

（１）采用统一强度理论分析的锚喷支护围岩弹塑性结果，不仅包含了以往基于 Ｍｏｈｒ?Ｃｏｕｌｏｍｂ理

论等结果，并给出一系列新的结果，适用于多种的材料．（２）参数犫对隧道围岩应力场、位移场、塑性区

半径及支护反力等均有影响，因此，在隧道弹塑性分析中合理选择参数犫具有重要的意义．

（３）隧道围岩塑性区半径随锚固区半径先增大而减小，之后呈近水平直线变化；在围岩塑性区半径

处，锚杆长度稍微增加锚固到弹性区时，可充分发挥围岩体的承载能力．

（４）围岩应力值在锚固端位置有一个跌落，当锚杆锚固端在围岩塑性区时下降显著，切向应力下降

值为锚固端压力的２．５～３．５倍，径向应力下降值为锚固端压力的１．０～１．５倍；当锚杆锚固端在围岩弹

性区时下降值减小，切向应力和径向应力下降值相等，为锚固端压力的１／３～１／４倍．
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