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应变能恒等法在叶片疲劳寿命分析中的应用

吕辉停，郝艳华，黄致建

（华侨大学 机电及自动化学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　根据应变能原理，推导出一种在应变疲劳分析中计算局部应力和应变历程的应变能恒等法．采用这种

方法计算出带孔薄板应力集中处在恒幅载荷作用下的应力和应变历程，并与弹塑性有限元和有限元局部应

力应变法计算结果对比．分析结果表明：当应力小于材料的抗拉强度８９５ＭＰａ时，采用应变能恒等法计算的

应变历程相对误差最大为８．６％，平均应力误差最大为１２％，并且与有限元局部应力应变法计算结果非常接

近．对航空发动机叶片／榫头喉部进行了局部应变疲劳寿命分析表明，叶片／榫头喉部应力最大处的应力已经

大于材料的屈服极限．

关键词：　应变能；应变疲劳；应变历程；叶片；榫头

中图分类号：　Ｖ２１４．４１ 文献标志码：　Ａ

疲劳失效是现代航空发动机部件的主要失效形式之一，因此对其进行疲劳强度分析具有重要意义．

局部应力应变法是估算疲劳寿命的主要方法之一，此法关键在于局部应力应变历程的计算．目前，确定

局部应力应变主要有实验法、弹塑性有限元法、近似计算方法等３种方法．实验法直观准确，但限制条

件太多；弹塑性有限元法精度高，但较为复杂．因此，工程应用中常采用近似方法进行计算．本文运用

应变能恒等法计算带孔薄板应力集中处在恒幅载荷作用下的应力和应变历程，并与弹塑性有限元和有

限元局部应力应变法得到的局部应力和应变历程进行对比．

１　应变能恒等法的公式推导

应变能恒等法是基于等效应变能密度的近似方法，即假设塑性区弹塑性应变能密度与采用等效线

弹性模型计算得到的应变能相等，并结合材料的循环应力应变曲线归纳出的一种近似解法，如图１所

示．文献［１］推导了关于构件应力集中处单位体积内线弹性模型所做的功，它是根据名义应力犛与理论

应力集中系数犽ｔ来计算的．然而，由于犽ｔ经验性较大，较难确定，因此根据弹塑性应变能原理
［２］和有限

图１　单轴拉伸循环应力应变曲线
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元法得到的线弹性应力，对其进一步修正，有
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式（１）中：σｅ为线弹性有限元计算的等效应力；εｅ 为线弹性模

型的等效应力对应的应变．

当构件应力集中处所受的应力超过材料的屈服极限呈弹

塑性状态时，应力应变关系如图１的犗犆犅所示．单位体积内

构件的弹塑性应变能为
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　　第１次加载时，线弹性应力从０达到σｅ值时，真实局部应

力应变服从材料单轴拉伸的循环应力应变关系，即
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式（３）中：犈为材料的弹性模量；犓′为材料的循环强度系数；狀′为材料的循环硬化指数．
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　　由应变能恒等法的基本假设，可得到
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将式（１）～（４）代入式（５），可得
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图２　应力应变迟滞回线曲线
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将由上式解得的σｅｐ代入式（３），可求出局部应变εｅｐ．

循环加载时，构件应力集中处局部应力应变服从迟滞回

线式，即
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并形成滞后环，如图２围成的区域所示．

根据等效应变能，以点犅 为坐标原点，做Δσ和Δε坐标

轴，等效线弹性应力在应变历程Δεｅ上所产生的应变能为
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式（８）中：σ犅 为点犅 的局部弹性应力；Δεｅ 为等效弹性局部应

变历程．

构件进入塑性区域的真实局部应力在应变历程上产生的应变能为
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将式（７）代入式（９）并积分，可得到
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式（１０）中：Δσｅｐ为弹塑性局部应力变程；Δεｅｐ为弹塑性局部应变历程．

根据应变能恒等法基本假设，有

Δ狌ｅ＝Δ狌ｅｐ． （１１）

　　将式（８），（１０）代入式（１１），并略掉无穷小量σ犅（Δεｅｐ－Δεｅ），可得到真实局部应力应变的表达式．

即
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然后，将式（１２）解得的真实局部应力历程Δσｅｐ代入式（９），便可求出真实局部应变历程Δεｅｐ．

对于恒幅加载下试件应力集中处的平均应力σｍ，其表达式为

σｍ ＝σ犅 －σｅｐ／２， （１３）

式（１３）中：σ犅 为第１个加载半循环终了（点犅处）时的等效应力；σｅｐ为循环加载的等效应力．
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２　有限元局部应力应变法

对于形状复杂的结构，犓ｆ一般不易得到．因此，在采用有限元局部应力应变法
［３］计算寿命时，近似

取犓ｆ＝１．该方法进行疲劳估算的步骤与诺伯法完全相同，只是将名义应力值由局部应力值取代．即有
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循环加载下，将式（１４）修正为
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　　第１次加载时服从应力应变曲线，将式（４），（１４）联立，可以求得弹塑性局部应力与线弹性局部应力

的关系．即
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　　将式（１６）解得的σｅｐ代入式（４），便可求出局部应变εｅｐ．以后各次循环加载下服从循环应力应变迟滞

回线，将式（７），（１５）联立，可得
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将式（１７）求得的Δσｅｐ代入式（７），即可求得Δεｅｐ．

该方法中，试件应力集中处的平均应力σｍ 的求解也可以利用式（１３）求得．

３　应变疲劳寿命计算及损伤累积准则

３．１　应变寿命计算

根据目前工程中应用较多的莫罗公式［４］计算应变寿命犖ｆ，犻．即
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式（１８）中：σ′ｆ为疲劳强度系数；ε′ｆ为疲劳延性系数；犫为疲劳强度指数；犮为疲劳延性指数．

３．２　疲劳累积损伤计算

Ｍｉｎｅｒ准则是目前工程中常用的疲劳损伤准则，应变疲劳计算即采用 Ｍｉｎｅｒ准则进行载荷谱下的

疲劳损伤计算．

假设试件有犿级应力水平，各应力水平具有狀犻（犻＝１，２，…，犿）次循环，该应力水平对应的等幅疲劳

寿命为犖ｆ，犻，则 Ｍｉｎｅｒ准则可表述为
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犿
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４　算例

根据对带孔薄板进行线弹性及弹塑性有限元计算的结果，利用应变能恒等法和有限元局部应力应

变法计算考核部位的局部应力应变．计算模型如图３所示．分析中，分别施加不同大小的恒幅拉伸载荷．

图３　计算模型

Ｆｉｇ．３　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｍｏｄｅｌ

对应的材料（ＴＣ４合金）的性能数据
［５］：材料的弹性模量为１０９

ＧＰａ；抗拉强度为８９５ＭＰａ；屈服强度为８２５ＭＰａ；疲劳强度系

数为１．５６４ＧＰａ；疲劳强度指数为－０．０７；疲劳延性系数为

２６９％；疲劳延性指数为－０．９６；材料的循环强度系数为１．４２０

ＧＰａ；材料的循环硬化指数为０．０７．

以弹塑性有限元应力应变的计算结果为标准，比较不同

近似方法得到的等效应变历程与平均应力的计算精度，结果

如图４～６所示．其中：犘为恒幅载荷；Δεｅ 为应变幅值；Δεｅｐ为
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应变历程；犲σａｖｅ为等效应变历程与弹塑性有限元的误差；σａｖｅ为平均应力；犲σａｖｅ平均应力相对弹塑性方法的

误差．

　图４　等效应变的比较　　　　　　　图５　应变历程的比较　　　　　　图６　平均应力的比较

　Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ　　　　　　　Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ　　　　　　Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒａｉｎ　　　　　　　　　　ｓｔｒａｉｎ′ｓｈｉｓｔｏｒｙ　　　　　　　　　　ａｖｅｒａｇｅｓｔｒｅｓｓ

５　实例分析

针对某航空发动机风扇叶片／榫头，通过有限元计算得出榫头喉部的最大主应力部位（图８的点

犃）；利用应变能恒等法计算各种载荷下的应变历程及平均应力，利用式（１８）计算各循环疲劳寿命犖ｆ，犻，

采用 Ｍｉｎｓｅｒ损伤累积准则式（１９）计算各个载荷下经历相应循环次数后的总损伤，如表１所示．表１中：

狀为转速；狀ｉ为应力循环次数；Δσ为弹性应力幅度；σｍ 为平均应力；Δεｅ为弹性应变幅度；Δσｅｐ为等效应

力；Δεｅｐ为等效应变；犖ｆ，犻为相应循环寿命；疲劳损伤系数为８．５３×１０
－４．叶片／榫头材料均为ＴＣ４合金，

屈服强度为８２５ＭＰａ，密度４．４４Ｍｇ·ｍ
－３，其他材料参数如上．飞机载荷谱经过雨流处理和任务混沌

后得到的载荷循环区间，如表１所示．

表１　各项循环值计算结果

Ｔａｂ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｃｙｃｌｅｖａｌｕｅ

狀／ｒ·ｍｉｎ－１ 狀ｉ Δσ／ＭＰａ σｍ／ＭＰａ Δεｅ／％ Δσｅｐ／ＭＰａ Δεｅｐ／％ 犖ｆ，犻

０～１０２７２～０ ５４０ ８７９．４６５ ３８９．５３９５ ０．７５４１６３ ８５０．２５９４ ０．７８０１ １．０２×１０６

４１０８～１０２７２～４１０８ ５９７ ７７９．３４９ ４３８．５２８８ ０．６６６１９７ ７５２．２８０７ ０．６９０２ ３．１６×１０６

８２１７～９７５８～８２１７ １３６ ２４２．０１５ ６３６．１４５２ ０．２０６７８８３ ２３３．６００７ ０．２１４３ ３．６０×１０１２

　　在ＡＮＳＹＳ软件中建立叶片／榫头实体模型，在榫头接触面上施加法向约束，榫头侧面施加轴向约

束［６］，考虑气动力和离心力的影响．由于该风扇叶片属于一级叶片，不用考虑温度、蠕变效应，加载后的

有限元模型如图７所示．计算中，采用２０节点的Ｓｏｌｉｄ１８６单元进行模拟，共有２９８３个单元，节点数共

有１２３７６个．在最大转速下，最大主应力图如图８所示．

图７　加载后的有限元模型 图８　最大转速下的最大主应力云图

　 　Ｆｉｇ．７　ＦＥＭｍｏｄｅｌａｆｔｅｒｌｏａｄｉｎｇ　　　　Ｆｉｇ．８　Ｍａｘｉｍｕｎｐｒｉｎｃｉｐａｌｓｔｒｅｓｓｕｎｄｅｒｍａｘｉｍｕｎｓｐｅｅｄ

１６２第３期　　　　　　　　　　吕辉停，等：应变能恒等法在叶片疲劳寿命分析中的应用



利用公式犖＝
１

犇
×１０００，计算总寿命为１．１７×１０６ｈ．计算中没有考虑载荷和材料的分散性．事实

上，载荷谱和材料的疲劳性能都存在一定的分散度．在计算中，寿命分散系数需根据具体情况来确定，一

般取４～６．为安全起见，采用寿命分散系数为６，则其寿命为１．９５×１０
５ｈ．

６　讨论

（１）根据图４～６分析可见，当应力小于材料的抗拉强度８９５ＭＰａ（即平均应力为４４７．５ＭＰａ）时，

采用应变能恒等法计算的应变历程相对误差最大只有８．６％，平均应力误差最大只有１２％，并且与有限

元局部应力应变法计算结果非常接近．证明该近似方法具有较好的计算精度．

（２）根据表１和图８分析可见，叶片／榫头喉部应力最大处的应力已经大于材料的屈服极限．由于

应力大，存在塑性变形，利用应变能恒等法对叶片／榫头喉部进行局部应变疲劳寿命分析是可行的，且具

有较好的计算精度．
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