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复杂单摆的犓犃犕理论

梁建莉，汤龙坤

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　建立了一类复杂单摆的运动方程．首先利用一个动量守恒的首次积分将二自由度系统转化为单自由

度系统，然后利用ＫＡＭ 理论，将重力能量作为小扰动项，研究了复杂单摆的运动规律．研究表明：当重力能量

与总能量相比很小时，或者单摆总能量充分大时，复杂单摆的ＫＡＭ 不变曲线仍然存在，整个系统做拟周期运

动，扰动系统仍然具有无重力系统的运动规律．
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哈密顿动力系统的中心问题是动力学稳定性．ＫＡＭ理论是哈密顿系统研究理论发展的里程碑，它

对物理学、天文学、力学等有关领域产生了深远的影响． 半个世纪以来，数学力学家在使用和研究

ＫＡＭ理论方面做了大量的工作，如直接否定了哈密顿系统遍历性的猜测，解决了长期悬而未决的特罗

央小行星群运动稳定性问题．文献［１２］采用ＫＡＭ理论研究了复杂双摆和陀螺仪的运动稳定性，文献

［３４］采用ＫＡＭ理论研究了太阳系的稳定性、木星附近卫星的运动等．本文利用ＫＡＭ理论研究一类

复杂单摆的运动性质和稳定性问题．

１　运动方程

复杂单摆的运动系统模型，如图１所示．图１中：重物Ｍ１ 的质量为犿１，可沿光滑水平面移动；摆锤

Ｍ２ 的质量为犿２，两个物体用无重杆犃犅连接，杆长为犾．重物和单摆组成的系统具有两个自由度．选取

图１　复杂单摆模型
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重物的水平位移狓和杆犃犅 偏离铅直线的角度φ为广义坐标．

设重物和单摆为两个质点，则系统动能为

犜（狓，φ）＝
１

２
（犿１＋犿２）狓

２
＋
１

２
犿２（犾

２
φ
２
＋２犾φ

狓ｃｏｓφ）．

式中：（狓，φ）为广义坐标；（
狓，φ）为广义速度．系统势能即重力势能为

犞（狓，φ）＝犿２犵犾（１－ｃｏｓφ）．

由此可得系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
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，则系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
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式中：犪＝
犿１＋犿２
犿２犾

．记狇＝（狓，φ），狆＝（狆狓，狆φ），由犎犵＝狆
狇－犔犵 可得系统的哈密顿函数为
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由此，可得复杂单摆系统的哈密顿方程为
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２　无重力系统的运动

复杂单摆系统是一个不可积的哈密顿系统．首先，研究无重力时的运动情形，即犵＝０的情形．这时

系统是可积的，对应的哈密顿函数为
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由能量守恒可得，系统的一个首次积分为

犎０（狓，狆狓，φ，狆φ）＝犺． （４）

　　由式（２）可知，狆狓 为常数，即重物的动量守恒．对任意给定的犎０＝犺，由式（３）可得局部解为
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记狆狓，±＝Λ０，±（φ，狆φ），则有
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即系统（６）是以Λ０，±（φ，狆φ）为哈密顿函数的哈密顿系统，此系统的一个首次积分为

狆狓，± ＝Λ０，±（φ，狆φ）＝犺１． （７）

　　系统（６）有一族平衡点（珔φ，珚狆φ），则有
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这些平衡点都是不稳定的平衡点，并且构成相平面上的两条连续曲线．

系统（６）的平衡点对应的两个特殊值为

犺１ ＝珚狆狓，± ＝Λ０，±（珔φ，珚狆φ）＝± ２犺（犿１＋犿２槡 ），

这样就对应两族点，构成两条连续曲线为
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　　当参数犺和犺１ 固定时，对任意狓，式（４），（７）定义了两个二维流形．把式（４）定义的二维流形记作

犕０（狓），称为等能量面，犕０（狓）同胚于一个二维环面犜
２；把式（７）定义的二维流行记作犕犺

１
．当犺和犺１ 给

定后，一个具体的运动对应于上述两个二维流形的交线，它通常是一条或两条闭曲线，把它们称为犺１?曲

线．通过分析，可以得到如下４点结论．

（１）当犺１＝ ２犺（犿１＋犿２槡 ）或犺１＝－ ２犺（犿１＋犿２槡 ）时，环面犕０（狓）上犺１?曲线为曲线犔１ 或犔２，它

是环面犕０（狓）上的一条闭曲线．

（２）当犺１＝０时，由式（４）可得

狆φ ＝±犾
２犿２犺（犿１＋犿２ｓｉｎ
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，

环面犕０（狓）上犺１?曲线是两条互不相交的闭曲线，它们分别是环面犕０（狓）的外赤道和内赤道．

（３）当 － ２犺（犿１＋犿２槡 ）＜犺１＜ ２犺（犿１＋犿２槡 ）时，环面犕０（狓）上的犺１?曲线是两条互不相交的闭曲

线．一条几乎位于犕０（狓）的外半部，同伦于犕０（狓）的外赤道；而另一条几乎位于犕０（狓）的内半部，同伦

于犕０（狓）的内赤道．

（４）当犺２１＞２犺（犿１＋犿２）时，环面犕０（狓）和流形犕犺
１
不相交，解不存在．

从全局看，系统（６）的积分曲线正好代表了等能量面犕０（狓）上的犺１?曲线．积分曲线被曲线犔１ 和犔２

分成两部分，其中一部分闭曲线在犕０（狓）的外半部，同伦于犕０（狓）的外赤道；一部分位于犕０（狓）的内半

部，同伦于犕０（狓）的内赤道．在每种运动过程中，角φ沿相同方向重复变化，所有闭曲线关于φ都是系

统（６）的周期解．

系统的作用变量犐（犺１）可由以下过程求出．即
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即该系统满足柯尔莫哥洛夫非退化条件．

３　犓犃犕理论

对系统（２），哈密顿函数可以写为

犎犵（狓，狆狓，φ，狆φ）＝犎０（狓，狆狓，φ，狆φ）＋犵犎１（狓，φ）． （８）

其中：犎１（狓，φ）＝犿２犾（１－ｃｏｓφ），对应于φ以２π为周期．对于任意犎犵＝犺犵∈犚
＋，式（８）等价于

犎ε（狓，珟狆狓，φ，珟狆φ）＝犎０（狓，珟狆狓，φ，珟狆φ）＋ε犎１（狓，φ）＝１． （９）

其中：珟狆狓＝狆狓／ 犺槡犵；珟狆φ＝狆φ／ 犺槡犵；ε＝犵／犺犵．

当能量犺犵 很大时，ε犎１（狓，φ）很小，这样复杂单摆系统就可以看作是无重力运动的周期扰动．如果

存在

犎ε（狓，珟狆狓，φ，珟狆φ）＝犺， （１０）

　　对于固定的犺∈犚
＋和狓，则式（１０）定义了一个等能量面犕ε（狓）．对于充分小的ε＞０，它同胚于二维

环面犜２．由式（１０）可局部解得

珟狆狓，± ＝Λ± （φ，珟狆φ）＝
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　　已证明无重力系统即未扰系统的每个解关于φ都是周期解，始终在不变环面上，解的周期取决于相

轨线的位置．由于Λ０，±（φ，狆φ）满足柯尔莫哥洛夫非退化条件，由ＫＡＭ理论可得如下结论．

定理１　对扰动系统（９），当ε＞０充分小时，扰动系统的轨线仍保持在不变环面上．

４　结论

从相平面上看，对于未扰系统的平衡曲线，扰动系统也有相应的固定曲线，它们对应于关于φ的周

期解．在固定曲线周围的大部分不变曲线仍然存在情况下，与未扰系统的不变曲线相比，其仅仅发生了

微小形变，但破裂的曲线也构成稠密集．

同样，当ε＞０充分小时，扰动系统也存在与未扰系统的不变环面相对应的不变环面，其上的流是拟

周期流，并且此不变环面充分接近未扰系统的不变环面．扰动系统的不变曲线存在表明，扰动系统仍然

具有无重力系统的运动规律．
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