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负二项分布的广义线性模型及其应用

陈卓恒

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　讨论一类散度偏大的分布负二项分布的相关性质，以服从负二项分布的索赔次数为响应变量，引入风

险分级变量和对数联结函数，建立广义线性模型．采用极大似然估计法进行参数估计，并用 Ｗａｌｄ检验法进行

检验．最后，利用ＳＡＳ软件包对一组保险索赔数据进行实证分析．
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在风险理论中，总索赔次数的分布的研究一直是个中心论题．一般情况下，常采用均值等于方差的

Ｐｏｉｓｓｏｎ分布来描述索赔次数分布，但这与实际情况是不符的．事实上，索赔次数的分布规律往往偏离实

际出事故次数的分布规律．鉴于此，本文引入方差大于均值的分布负二项（ＮＢ）分布，并在此基础上建立

相应的广义线性模型．

１　负二项分布的性质

对于风险非同质性保单组合而言，索赔次数往往可用混合Ｐｏｉｓｓｏｎ分布来拟合．即索赔次数满足
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其中：狌（λ）是某个区间［犪，犫］上某连续分布的密度函数，０≤犪＜犫≤＋∞．若取狌（λ）为参数α和β的Ｇａｍ
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此时的索赔次数犖 服从负二项分布．若记α＝狉，β＝狉／μ，则带参数狉和μ（狉＞０）的负二项分布的概率函

数又可表示为
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由负二项分布的性质，易得
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　　由于负二项分布的散度参数Φ＝
Ｖａｒ（犖）

犈（犖）
＝１＋μ

狉
＞１，因此负二项分布是个散度偏大的分布．若令

狉→∞，那么负二项分布ＮＢ（μ，狉）收敛于参数为μ的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布
［１?２］．
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２　广义线性模型

２．１　模型的建立

广义线性模型是由Ｎｅｌｄｅｒ提出的，十分适合离散的，厚尾的保险数据．它对于传统线性模型有以下

３个方面的推广．

（１）响应变量犢 的分布，可以取自于指数型分布族中的任一种分布．

（２）自变量的线性组合为η＝β１狓１＋…＋β犽狓犽＝犡′β．这与多元线性回归模型没有什么区别，犢，犡

可取连续或离散值，但在应用上更多的是取离散值．

（３）响应变量的均值犈（犢）＝μ＝犺（犡′β），犺单调且可导，其反函数犵＝犺
－１称为联结函数．

设某险种的保单按其属性分为狀类风险组，犢犻 表示第犻类保单的索赔次数，且犢犻 服从于 ＮＢ（μ犻，

狉），犻＝１，２，…，狀，犢犻之间相互独立．这里的狉可看成冗余参数，在各次观察中不变．犡为风险分级变量，

采用对数联结函数犵（狓）＝ｌｏｇ（狓）建立广义线性模型，有

犈（犢犻）＝μ犻 ＝ｅｘｐ（犡犻′β），　　犻＝１，２，…，狀， （３）

式中：犡犻＝（狓犻，１，狓犻，２，…，狓犻，犽）′，β为犽维待估参数．

２．２　极大似然估计

考虑用极大似然估计法进行参数估计．对于独立样本（犡犻，犢犻′），犻＝１，２，…，狀，把犢 的分布写成指

数标准型，有
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　　由于一维指数型分布的分布密度（概率函数）的标准形式为

犳（狔；θ）＝犮（狔）ｅｘｐ（θ狔－犫（θ））， （５）
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　　由于μ犻＝ｅｘｐ（犡犻′β），因此式（５）中的θ犻与犡犻有关，与参数β也有关．似然函数为
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　　记犾犻（θ犻）＝狔犻θ犻－狉ｌｏｇ
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　　由指数标准型分布的常用结论，易知
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其中：珘犫（θ犻）和珘犫
～
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　　于是，由式（１１），（１２），（１３）可得
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因此，似然方程（１０）又可写成
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２．３　犕犔犈的迭代计算

通常通过求方程∑
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则从初始值β^
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式中：犎－１（β）表示式（１８）的犎（β）逆矩阵．对于设定的ε，当进行到‖^β
（犽＋１）－^β

（犽）
‖／‖^β

（犽）
‖＜ε时，即停

止迭代．初始条件β^
（０）可取为｛（犵（狔犻），犡犻），１≤犻≤狀｝下线性回归系数的ＬＳ估计，即

β^
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狀
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∑
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式（１９）最终可化为一个加权最小二乘估计的形式，并通过采用ＳＡＳ软件包中线性回归的程序实现．

２．４　假设检验

检验部分采用 Ｗａｌｄ检验．由于模型的选择和解释变量的显著性检验问题可化为线性假设检验，

原假设犎０∶犆β＝ξ，备则假设犎１∶犆β≠ξ．其中，犆为狊×犽的行满秩矩阵，β为犽维向量．

引入 Ｗａｌｄ统计量，即犠＝（犆^β－ξ）′［犆犎
－１（^β）犆′］

－１（犆^β－ξ）．这里的β^表示β的 ＭＬＥ，当原假设

成立时，犠犱 服从于χ
２（狊），即统计量犠 渐进服从自由度为狊的χ

２ 分布．所以，对于给定检验水平α（０＜

α＜１），若犠＞χ
２
α（狊），则拒绝原假设犎０；否则，接受犎０．

３　实例分析

数据来源于某保险公司关于机动车辆的保险索赔资料［４?５］，如表１所示．考虑有如下３种风险因素

影响着索赔额（犖）和索赔次数（犢）：（１）保单持有者的年龄（ＰＡ）．有１７～２０岁，２１～２４岁，２５～２９岁，

３０～３４岁，３５～３９岁，４０～４９岁，５０～５９岁，６０岁以上８个水平，分别用α１～α８ 表示；（２）车型（ＣＧ）．

有犃，犅，犆，犇共４个水平，分别用β１～β４ 表示；（３）车龄（ＶＡ）．有０～３ａ，４～７ａ，８～９ａ，１０ａ以上４个

水平，分别用γ１～γ４ 表示．

按照这３种风险因素，可以将保单持有人分为１２８个风险单元，用犢犻表示第犻个风险单元的索赔

次数．设犢犻服从于ＮＢ（μ犻，狉），犻＝１，２，…，１２８．犢犻之间相互独立，采用对数联结函数建立的广义线性模
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型为

犈（犢犻）＝μ犻 ＝ｅｘｐ（犡犻′β），　　犻＝１，２，…，１２８． （２０）

式中：犡犻＝（狓犻，１，狓犻，２，…，狓犻，１８）′；β＝（μ０；μ１；α１，…，α８；β１，…，β４；γ１，…，γ４）′；μ０ 为截距；μ１ 为索赔额的对

数值．采用ＳＡＳ软件的ＧＥＮＭＯＤ过程编程计算，所得结果算法收敛．

表１　３种风险因素影响下的索赔额和索赔次数

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｂｅｒａｎｄａｍｏｕｎｔｏｆｃｌａｉｍｓｉｎｔｈｒｅｅｒｉｓｋｆａｃｔｏｒｓ

ＰＡ ＣＧ

ＶＡ

γ１

犖／欧元　 　犢／次

γ２

犖／欧元　 　犢／次

γ３

犖／欧元　 　犢／次

γ４

犖／欧元　 　犢／次

α１

β１ ２８９ ８ ２８２ ８ １３３ ４ １６０ １

β２ ３７２ １０ ２４９ ２８ ２８８ １ １１ １

β３ １８９ ９ ２８８ １３ １７９ １ － ０

β４ ７６３ ３ ８５０ ２ － ０ － ０

α２

β１ ３０２ １８ １９４ ３１ １３５ １０ １６６ ４

β２ ４２０ ５９ ２４３ ９６ １９６ １３ １３５ ３

β３ ２６８ ４４ ３４３ ３９ １９３ ７ １０４ ２

β４ ４０７ ２４ ３２０ １８ ２０５ ２ － ０

α３

β１ ２６８ ５６ ２８５ ５５ １８１ １７ １１０ １２

β２ ２７５ １２５ ２４３ １７２ １７９ ３６ ２６４ １０

β３ ３３４ １６３ ２７４ １２９ ２０８ １８ １５０ ８

β４ ３８３ ７２ ３０５ ５０ １１６ ６ ６３６ １

α４

β１ ２３６ ４３ ２７０ ５３ １６０ １５ １１０ １２

β２ ２５９ １７９ ２２６ ２１１ １６１ ３９ １０７ １９

β３ ３４０ １９７ ２６０ １２５ １８９ ３０ １０４ ９

β４ ４００ １０４ ３４９ ５５ １４７ ８ ６５ ２

α５

β１ ２０７ ４３ １２９ ７３ １５７ ２１ １１３ １４

β２ ２０８ １９１ ２１４ ２１９ １４９ ４６ １３７ ２３

β３ ２５１ ２１０ ２３２ １３１ ２０４ ３２ １４１ ８

β４ ２３３ １１９ ３２５ ４３ ２０７ ４ － ０

α６

β１ ２５４ ９０ ２１３ ９８ １４９ ３５ ９８ ２２

β２ ２１８ ３８０ ２０９ ４３４ １７２ ９７ １１０ ５９

β３ ２３９ ４０１ ２５０ ２５３ １７４ ５０ １２９ １５

β４ ３８７ １９９ ２９９ ８８ ３２５ ８ １３７ ９

α７

β１ ２５１ ６９ ２２７ １２０ １７２ ４２ ９８ ３５

β２ １９６ ３６６ ２２９ ３５３ １６４ ９５ １３２ ４５

β３ ２６８ ３１０ ２５０ １４８ １７５ ３３ １５２ １３

β４ ３９１ １０５ ２２８ ４６ ３４６ １０ １６７ １

α８

β１ ２６４ ６４ １９８ １００ １６７ ４３ １１４ ５３

β２ ２２４ ２２８ １９３ ２３３ １７８ ７３ １０１ ４４

β３ ２６９ １８３ ２５８ １０３ ２２７ ２０ １１９ ６

β４ ３８５ ６２ ３２４ ２２ １９２ ６ １２３ ６

　　ＧＥＮＭＯＤ过程的第３型分析表明，ＰＡ，ＣＧ，ＶＡ的自由度分别是７，３，３，卡方值分别为１５０．０７，

１０７．６４，１１９．３２，而其显著性水平狆值均小于０．０００１．由此可知，在决定投保人的索赔行为时，３种因

素都是非常显著的．

从评价拟合优度的标准可知，３种因素自由度都为１０９，但ＮＢ分布相对于Ｐｏｉｓｓｏｎ分布具有更小的

离差和平均离差（ＮＢ分布分别为１３１．７３２７，１．２０８６，而Ｐｏｉｓｓｏｎ分布分别为１１０７．７９３５，１０．１６３２）．

因此，与Ｐｏｉｓｓｏｎ分布相比，用ＮＢ分布来拟合数据，其拟合程度更好．参数估计的结果，如表２所示．

从表２可以看出，从保单持有者年龄来说，年龄在４０～４９岁的人风险最大；而处于１７～２０岁年龄

阶段的人风险最小．这里的风险是相对于索赔次数而言．由此可以说明，１７～２０岁年龄阶段的投保人

索赔频率不高，当然，索赔额则不一定了．从车型来看，犃，犅，犆，犇等４种车型中，车型犅风险最大，而车

９２２第２期　　　　　　　　　　　　陈卓恒：负二项分布的广义线性模型及其应用



型犇风险最小．从车龄来看，０～３ａ的车风险最大，而１０ａ以上的车风险最小．分析原因应该是与新车

驾驶员的车技和心理等因素有关，而老车驾驶员相对更重视安全．此外，从表中的 Ｗａｌｄ卡方统计量和

显著性水平狆值可以看出，所检验的参数对于模型基本都是显著的．

表２　参数估计的结果

Ｔａｂ．２　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｅｓ

参数 分类水平 自由度 估计值 标准差 卡方值 狆

μ０ － １ －２．９００３ ０．１８１３ ２５５．８７ ＜０．０００１

ＰＡ α１ １ －２．９９９６ ０．２２５０ １７７．６９ ＜０．０００１

ＰＡ α２ １ －１．５４５６ ０．１８８８ ６７．０４ ＜０．０００１

ＰＡ α３ １ －０．６１１３ ０．１７７５ １１．８６ ０．０００６

ＰＡ α４ １ －０．２８９０ ０．１７７３ ２．６６ ０．１０３１

ＰＡ α５ １ －０．１１６７ ０．１７８５ ０．４３ ０．５１３２

ＰＡ α６ １ ０．４０７７ ０．１７３０ ５．５５ ０．０１８４

ＰＡ α７ １ ０．１４５５ ０．１７３４ ０．７０ ０．４０１４

ＰＡ α８ ０ ０ ０ 　　　－ 　　　－

ＣＧ β１ １ １．０８３８ ０．１６４２ ４３．５４ ＜０．０００１

ＣＧ β２ １ １．８１５７ ０．１３５０ １８０．７９ ＜０．０００１

ＣＧ β３ １ １．１５２２ ０．１３２９ ７５．１５ ＜０．０００１

ＣＧ β４ ０ ０ ０ 　　　－ 　　　－

ＶＡ γ１ １ １．３４８９ ０．１３０７ １０６．５９ ＜０．０００１

ＶＡ γ２ １ １．２４８５ ０．１２９４ ９３．１５ ＜０．０００１

ＶＡ γ３ ０ ０ ０ 　　　－ 　　　－

ＶＡ γ４ １ －０．２３６０ ０．１４４３ ２．６８ ０．１０１９

μ１ － １ ０．２０５３ ０．０３９６ 　－ 　－
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