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犅犲狌狉犾犻狀犵?犃犺犾犳狅狉狊扩张伸张函数

在非光滑摄动下的稳定性

林峰

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　给出一种非光滑摄动的定义，讨论犕?拟对称函数犺（狓）发生非光滑摄动时，伸张函数犇（狕）的稳定性

问题．证明在边界值发生这种摄动时，边界值的犕?拟对称性保持不变，其Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ扩张的伸张函数

也具有稳定性，同时得到该伸张函数的误差估计式．
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设犺（狓）是实轴上的连续递增函数，犺（∞）＝∞，如果满足所谓的犕?条件，即

犕－１
≤
犺（狓＋狋）－犺（狓）

犺（狓）－犺（狓－狋）
≤犕，　　狓∈犚，　狋＞０，

则称犺（狓）是犕?拟对称函数．复函数（狕）＝狌（狓，狔）＋ｉ狏（狓，狔），有

狌（狓，狔）＝
１

２狔∫
狓＋狔

狓－狔
犺（狋）ｄ狋，

狏（狓，狔）＝
１

２狔
（∫
狓＋狔

狓
犺（狋）ｄ狋－∫

狓

狓－狔
犺（狋）ｄ狋）．

称（狕）为犺（狓）的Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ扩张，函数犺（狓）称为（狕）的边界函数或边界值，记

犇（狕）＝
狘狕狘＋狘珔狕狘

狘狕狘－狘珔狕狘
，

则犇（狕）称为（狕）的伸张函数
［１?２］．

在假设犕?拟对称函数犺（狓）满足某种条件下，文献［２］讨论了Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ扩张及其伸张函数

的某些性质．对于任意狓∈犚，存在ε狓＞０，当０＜狋＜ε狓 时，有

犺（狓＋狋）－犺（狓）

狋
≥犓＋＞０，

犺（狓）－犺（狓－狋）

狋
≥犓－＞０

烍

烌

烎
．

（１）

式（１）中：犓＋和犓－是与狓无关的常数．在假设犕?拟对称函数犺（狓）满足上述条件下，文献［３］讨论了当

边界值犺（狓）发生光滑摄动时，伸张函数犇（狕）的稳定性问题．本文讨论犺（狓）发生非光滑摄动时，伸张函

数犇（狕）的稳定性问题．以下均假设犕?拟对称函数犺（狓）满足上述条件（１），并记犓＝ｍｉｎ（犓＋，犓－）．

１　问题的提出

以Ω（犚）表示犚上满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件的有界连续函数类．对任意ω∈Ω（犚），存在只与ω有关的非

负数δ，使得对于任意狓，狔∈犚，有
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狘ω（狓）－ω（狔）狘≤δ狘狓－狔狘．

　　显然，Ω（犚）是线性空间．在其上定义范数为

‖ω‖１ ＝ ‖ω‖０＋‖ω‖０，１．

其中：‖ω‖０＝ｓｕｐ
狓∈犚
｜ω（狓）｜；‖ω‖０，１＝ｉｎｆδ．

设ρ０＞０，记犅（ρ０）＝｛ω∈Ω（犚）｜‖ω‖１＜ρ０｝．对于ω∈犅（ρ０），称犺ω（狓）＝犺（狓）＋ω（狓）为犺（狓）的非

光滑摄动．以Ψ（狕）表示犺ω（狓）的Ｂｅｕｒｌｉｎｇ?Ａｈｌｆｏｒｓ扩张，犇ω（狕）表示Ψ（狕）的伸张函数，如果

ｌｉｍ
‖ω‖１→０

狘犇ω（狕）－犇（狕）狘＝０

在上半平面一致成立，则称伸张函数犇（狕）关于边界值的非光滑摄动是稳定的
［４?５］．

２　预备知识

引理１
［３］
　对于任意狓∈犚及任意狋＞０，有

犺（狓＋狋）－犺（狓）

狋
≥犓，

犺（狓）－犺（狓－狋）

狋
≥犓

烅

烄

烆
．

　　引理２　设ω∈Ω（犚），则对于任意犪，犫∈犚，有

狘ω（犫）－ω（犪）狘≤ ‖ω‖１狘犫－犪狘．

　　证明　对任意η＞０，由定义可得

狘ω（犫）－ω（犪）狘≤ （‖ω‖０１＋η）狘犫－犪狘．

由η的任意性，可得

狘ω（犫）－ω（犪）狘≤ ‖ω‖０１狘犫－犪狘≤ ‖ω‖１狘犫－犪狘．

证毕．

３　主要结果

引理３　当ρ０＜犓 时，犺ω（狓）是
犓犕＋ρ０
犓－ρ０

拟对称函数，于是有

犇ω（狕）≤２（
犓犕 ＋ρ０
犓－ρ０

）．

　　证明　对于任意狓１，狓２∈犚，狓１＜狓２，根据引理１，２有

犺ω（狓２）－犺ω（狓１）＝犺（狓２）－犺（狓１）＋ω（狓２）－ω（狓１）≥

犓（狓２－狓１）－‖ω‖１（狓２－狓１）≥ （犓－ρ０）（狓２－狓１）＞０．

　　由此可知，犺ω（狓）为连续递增函数，犺（∞）＝∞．

下面证明犺ω（狓）满足所谓的
犓犕＋ρ０
犓－ρ０

条件．首先，对任意狓∈犚，及任意狋＞０，利用引理２，有

犺ω（狓＋狋）－犺ω（狓）

犺ω（狓）－犺ω（狓－狋）
＝
犺（狓＋狋）－犺（狓）＋ω（狓＋狋）－ω（狓）

犺（狓）－犺（狓－狋）＋ω（狓）－ω（狓－狋）
＝

［犺
（狓＋狋）－犺（狓）

犺（狓）－犺（狓－狋）
＋
ω（狓＋狋）－ω（狓）

犺（狓）－犺（狓－狋）
］／［１＋

ω（狓）－ω（狓－狋）

犺（狓）－犺（狓－狋）
］≤

［犕＋
‖ω‖１狋

犓狋
］／［１－

‖ω‖１狋

犓狋
］≤ ［犕＋ρ

０

犓
］／［１－ρ

０

犓
］＝

犓犕 ＋ρ０
犓－ρ０

．

　　仿照上述证明，可得

犺ω（狓＋狋）－犺ω（狓）

犺ω（狓）－犺ω（狓－狋）
≥ （
犓犕 ＋ρ０
犓－ρ０

）－１．

于是，犺ω（狓）满足所谓的
犓犕＋ρ０
犓－ρ０

条件，从而有［６］

犇ω（狕）≤２（
犓犕 ＋ρ０
犓－ρ０

）．
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证毕．

引理４　｜Ψ狕－狕｜≤槡２ ‖ω‖１，｜Ψ珔狕－珔狕｜≤槡２ ‖ω‖１．

证明　记Ψ狕－狕＝犝（狓，狔）＋ｉ犞（狓，狔），不难得到

犝（狓，狔）＝
１

２狔∫
狓＋狔

狓－狔
ω（狋）ｄ狋，

犞（狓，狔）＝
１

２狔
（∫
狓＋狔

狓
ω（狋）ｄ狋－∫

狓

狓－狔
ω（狋）ｄ狋）．

　　Ψ狕－狕 具有一阶连续偏导数，由求导的链式法则，可得

Ψ狕－狕 ＝
１

２
［（Ψ－）狓－ｉ（Ψ－）狔］＝

１

２
（犝狓＋ｉ犞狓－ｉ犝狔＋犞狔）， （２）

Ψ珔狕－珔狕 ＝
１

２
［（Ψ－）狓＋ｉ（Ψ－）狔］＝

１

２
（犝狓＋ｉ犞狓＋ｉ犝狔－犞狔）， （３）

犝狓 ＝
１

２狔
（ω（狓＋狔）－ω（狓－狔））， （４）

犝狔 ＝－
１

２狔
２∫
狓＋狔

狓－狔
ω（狋）ｄ狋＋

１

２狔
（ω（狓＋狔）＋ω（狓－狔））， （５）

犞狓 ＝
１

２狔
（ω（狓＋狔）－２ω（狓）＋ω（狓－狔））， （６）

犞狔 ＝－
１

２狔
２
（∫
狓＋狔

狓
ω（狋）ｄ狋－∫

狓

狓－狔
ω（狋）ｄ狋）＋

１

２狔
（ω（狓＋狔）－ω（狓－狔））． （７）

由此容易估计出｜犝狓｜≤‖ω‖１，｜犝狔｜≤‖ω‖１，｜犞狓｜≤‖ω‖１，｜犞狔｜≤‖ω‖１．

事实上，选其中的一个给出估计过程为

犝狔 ＝
１

２狔
（ω（狓＋狔）＋ω（狓－狔））－

１

２狔
２∫
狓＋狔

狓－狔
ω（狋）ｄ狋＝

１

２狔
ω（狓＋狔）－

１

２狔
２∫
狓＋狔

狓
ω（狋）ｄ狋＋

１

２狔
ω（狓－狔）－

１

２狔
２∫
狓

狓－狔
ω（狋）ｄ狋＝

１

２狔
（ω（狓＋狔）－ω（狓＋θ１狔）＋

１

２狔
（ω（狓－狔）－ω（狓－θ２狔）），　　０＜θ１，θ２ ＜１．

于是，利用引理２有

狘犝狔狘≤
１

２狔
（ω（狓＋狔）－ω（狓＋θ１狔）＋

１

２狔
（ω（狓－θ２狔）－ω（狓－狔））≤

１

２狔
‖ω‖１（１－θ１）狔＋

１

２狔
‖ω‖１（１－θ２）狔≤ ‖ω‖１，

由式（２）有

狘Ψ狕－狕狘
２
≤
１

２
（狘犝狓狘

２
＋狘犝狔狘

２
＋狘犞狓狘

２
＋狘犞狔狘

２）≤２‖ω‖
２
１，

狘Ψ狕－狕狘≤槡２‖ω‖１．

同理，由式（３）可得

狘Ψ珔狕－珔狕狘≤槡２‖ω‖１．

证毕．

引理５
［３］
　对上半平面中的任意狕，有｜狕｜－｜珔狕｜≥

犓
２犕＋１

．

定理１　当ρ０＜犓 时，有

ｌｉｍ
‖ω‖１→０

狘犇ω（狕）－犇（狕）狘＝０

在上半平面一致成立，即犇（狕）是稳定的．其误差估计式为

狘犇ω（狕）－犇（狕）狘≤
槡４２（２犓＋１）（犓犕 ＋ρ０）

犓（犓－ρ０）
‖ω‖１．

　　证明　经化简可得
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狘犇ω（狕）－犇（狕）狘＝
狘Ψ狕狘＋狘Ψ珔狕狘

狘Ψ狕狘－狘Ψ珔狕狘
－
狘狕狘＋狘珔狕狘

狘狕狘－狘珔狕狘
＝

２
狘Ψ狕狘狘珔狕狘－狘狕狘狘Ψ珔狕狘

（狘Ψ狕狘－狘Ψ珔狕狘）（狘狕狘－狘珔狕狘）
．

利用引理４，可得

狘Ψ狕狘狘珔狕狘－狘狕狘狘Ψ珔狕狘 ≤ 狘Ψ狕狘狘珔狕狘－狘Ψ狕狘狘Ψ珔狕狘＋狘Ψ狕狘狘Ψ珔狕狘－狘狕狘狘Ψ珔狕狘 ≤

狘Ψ珔狕－珔狕狘狘Ψ狕狘＋狘Ψ狕－狕狘狘Ψ珔狕狘≤槡２‖ω‖１（狘Ψ狕狘＋狘Ψ珔狕狘），

于是，可得

狘犇狑（狕）－犇（狕）狘≤
槡２２‖ω‖１（狘Ψ狕狘＋狘Ψ珔狕狘）

（狘狕狘－狘珔狕狘（狘Ψ狕狘－狘Ψ珔狕狘）
＝

槡２２‖ω‖１
（狘狕狘－狘珔狕狘）

犇ω（狕）．

利用引理３，５，可得

狘犇狑（狕）－犇（狕）狘≤
槡２２‖ω‖１
犓

２犕＋１

２（
犓犕 ＋ρ０
犓－ρ０

）＝
槡４２（２犕＋１）（犓犕 ＋ρ０）

犓（犓－ρ０）
‖ω‖１，

且有

ｌｉｍ
‖ω‖１→０

狘犇ω（狕）－犇（狕）狘＝０

在上半平面一致成立．证毕．
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