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布朗单增量“快点”集的犘犪犮犽犻狀犵维数
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摘要：　讨论布朗单样本轨道的重分形分析问题，通过构造一个上极限型分形集的方法，得到其不同的增量

形式“快点”集的Ｐａｃｋｉｎｇ维数结果．当犜＞０，０≤α＜１，犈犜（α）时，有Ｄｉｍ（犈犜（α））＝犖，Ｄｉｍ（犉犜（α））＝犖，

Ｄｉｍ（犌犜（α））＝犖，ａ．ｓ．．当０＜α＜１时，犈犜（α），犉犜（α）和犌犜（α）的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数与其Ｐａｃｋｉｎｇ维数不相等．
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布朗单作为布朗运动在多指标情形的自然发展形式，在多指标随机过程研究中最具重要性和典型

性，已得到了许多结果［１?６］．重分形分析的目的在于更加细腻地量化几何测度的奇异结构．文［４］得到了

布朗单的重对数律和一致连续模，文［５?６］在文［４］的基础上更深入地研究了布朗单，讨论那些使其重对

数律不成立（即重对数律失败）的所谓“快点”集合的重分形分析性质，得到布朗单沿坐标方向增量、局部

增量和矩形增量３种增量形式“快点”集的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数．本文与文［５?６］类似，进一步探讨布朗单样

本轨道的重分形分析性质．

１　预备知识

约定在同一完备概率空间（Ω，犉，犘）上讨论问题．用犚
犖
＋ ＝［０，＋∞）表示指标空间；狊＝（狊１，狊２，…，

狊犖），狋＝（狋１，狋２，…，狋犖）等表示犚
犖
＋上的点；狊＜狋表示狊犻＜狋犻，犻＝１，２，…，犖，并记［狊，狋］＝∏

犖
犻＝１［狊犻，狋犻］．它

表示犚犖＋＝［０，＋∞）
犖 上的犖 维超方体，记δ（狊，狋）＝｜［０，狊］Δ［０，狋］｜．其中：｜犈｜表示集合犈 的犖 维

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，犃Δ犅表示集合犃 与犅 的对称差．令

犕狀 ＝ ｛∏
犖

犻＝１

［２－狀犿犻，２
－狀（犿犻＋１）），０≤犿犻≤２

狀
－１，且犿犻∈犣｝．

它表示［０，１］犖 中边长为２－狀，且其边平行于坐标轴的左闭右开犖维立方体的集合．有时犮表示分量同

为常数犮的向量，即犮＝（犮，犮，…，犮）．

设φ∶［０，ｅ
－１］→［０，＋∞）为单调递增连续函数，且φ（０）＝０．对于任意集合犈犚

犱，令

φ－狆
（犈）＝ｌｉｍ

ε→０
ｓｕｐ｛∑

犻
φ（２狉犻）∶犅（狓犻，狉犻）两两不变，狓犻∈犈，狉犻≤ε｝．

其中：犅（狓，狉）表示是以狓为圆心，狉为半径的球．

显然，φ－狆
（犈）不是一个距离外测度，更不是测度

［７］．经过修正后，记

φ－狆（犈）＝ｉｎｆ｛∑
狀
φ－狆

（犈狀）∶犈Ｕ
狀
犈狀｝，

则φ－狆（犈）是一个测度，并称φ－狆（犈）为犈的Ｐａｃｋｉｎｇ测度．定义犈的Ｐａｃｋｉｎｇ维数为

Ｄｉｍ（犈）＝ｉｎｆ｛α＞０∶狊
α
－狆（犈）＝０｝＝ｓｕｐ｛α＞０∶狊

α
－狆（犈）＝＋∞｝．
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　　有关Ｐａｃｋｉｎｇ测度和Ｐａｃｋｉｎｇ维数的有关性质，参见文［７］．

设犠＝｛犠（狊）∶狊∈犚
犖
＋｝是定义在（Ω，犉，犘）上的零均值的高斯过程，若满足

犈［犠（狊）犠（狋）］＝ （狊１ ∧狋１）（狊２ ∧狋２）…（狊犖 ∧狋犖），　　狊，狋∈犚
犖
＋，

犠（狊１，狊２，…，狊犖）＝０，　　狊＝ （狊１，狊２，…，狊犖）∈犚
犖
＋，　狊１，狊２，…，狊犖 ＝０，

则称犠＝｛犠（狊）∶狊∈犚
犖
＋｝为布朗单．

引理１
［８］
　如果对狀≥１，犞狀 是［０，１］

犖 中的开集且在［０，１］犖 中稠密，则Ｄｉｍ（∩
狀
犞狀）＝犖．

２　主要结果及其证明

考虑布朗单沿坐标方向增量“快点”集的Ｐａｃｋｉｎｇ维数．

定理１　设犜＞０，０≤α＜１，犈犜（α）的表达式为

犈犜（α）＝ ｛狊∈ （０，犜］
犖
∶ｌｉｍｓｕｐ

犺↓０

狘犠（狊１，…，狊犖－１，狊犖 ＋犺）－犠（狊）狘

Ψ（犺） 狊１，狊２，…，狊犖－槡 １

≥α｝， （１）

则Ｄｉｍ（犈犜（α））＝犖，ａ．ｓ．

证明　仅对犖＝２的情况结予证明，犖＞２的情况类似可得．设犜＝１，α１∈（α０，１），δ狀＝狀２
－狀（狀≥１）．

定义一族服从（０?１）分布的随机变量序列｛犣犐｝犐∈犕狀（狀≥１）．对于犐＝［（犻，犼）２
－狀，（犻，犼）２

－狀＋〈２－狀〉），则有

犣犐＝１，当且仅当

狘犠（（犻＋１）２－
狀，犼２

－狀
＋δ狀）－犠（（犻＋１）２

－狀，犼２
－狀）狘≥α１ ２δ狀ｌｏｇδ

－１
槡 狀 （犻＋１）２－槡

狀．

　　由布朗单的一致连续模结果及矩形增量的一致连续模结果
［４］，可知几乎处处地存在狀０＝狀０（ω），使

得当狀≥狀０（ω）时，对于犐∈犕狀，狊∈犐，有

狘犠（狊１，狊２＋δ狀）－犠（狊１，犼２
－狀
＋δ狀）狘≤２Ψ（（犻＋１）２

－狀），

狘犠（狊１，狊２）－犠（狊１，犼２
－狀）狘≤２Ψ（（犻＋１）２

－狀），

狘犠（［（狊１，犼２
－狀），（（犻＋１）２－

狀，犼２
－狀
＋δ狀）］）狘≤２Ψ（δ狀２

－狀）．

若犣犐＝１，则当狀充分大之后，有

狘犠（狊１，狊２＋δ狀）－犠（狊１，狊２）狘≥狘犠（犻２
－狀，犼２

－狀
＋δ狀）－犠（犻２

－狀，犼２
－狀
＋δ狀）狘－

狘犠（狊１，狊２）－犠（狊１，犼２
－狀）狘－狘犠（狊１，狊２＋δ狀）－犠（狊１，犼２

－狀
＋δ狀）狘－

狘犠（［狊１，犼２
－狀），（（犻＋１）２－

狀，犼２
－狀
＋δ狀）］狘≥

α１ ２δ狀ｌｏｇδ
－１

槡 狀 （犻＋１）２－
狀

槡 ）－４Ψ（（犻＋１）２－
２狀）－２Ψ（δ狀２

－狀）≥

α０ ２δ狀ｌｏｇδ
－１

槡 狀 （犻＋１）２－
狀

槡 ）≥

α０ ２δ狀ｌｏｇδ
－１

槡 狀 狊槡１． （２）

令

犃（狀）＝∪ ｛犐∶犐∈犕狀，犣犐 ＝１｝，

犃＝ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞
犃（狀）＝∩

＋∞

狀＝１

∪
∞

犽＝狀
犃（犽）．

　　由式（２）可得，犃犈１（α０），记犞狀＝∪
∞

犽＝狀
犃０（犽）．其中：犃０（犽）为犃（犽）的内点集．对于固定犿，犐∈犕犿，

由文［９］中的式（２．３），存在正有限常数犮１ 和犮，使得当狀充分大且犽≥狀时，有

犘（犃０（犽）犐＝）≤犘（犑犐，犑∈犕犽，犣犑 ＝０）≤

犮１（犘（狘犠（（犻＋１）２
－犽，犼２

－犽
＋δ犽）－犠（（犻＋１）２

－犽，犼２
－犽）狘＜

α１ ２δ犽ｌｏｇδ
－１

槡 犽 （犻＋１）２－槡
犽））２

犽－犿／犽
＝

犮１（犘（狘犖（０，１）狘＜α１ ２ｌｏｇδ
－１

槡 犽 ））
２
犽－犿／犽

≤

犮１（１－犮（
２犽

犽
）－α

２
１）２

犽－犿／犽
≤犮１（ｅｘｐ｛－

犽α
２
１－１

２犽
（α
２
１－１

）
｝）犮．

　　于是，有
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∑
犽

犘（犃０（犽）犐＝）＜ ∞，

从而由Ｂｏｒｅｌ?Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理，可得犘（犞狀犐＝）＝０，因而犞狀 在［０，１］
２ 内几乎处处稠密且为［０，１］２ 的开

集，由引理１可得

Ｄｉｍ（犈１（α０））＝２，　　ａ．ｓ．

定理得证．

考虑布朗单局部增量“快点”集的Ｐａｃｋｉｎｇ维数．

定理２　设犜＞０，０≤α＜１，犉犜（α）的表达式为

犉犜（α）＝ ｛狊∈ （０，犜］
犖
∶ｌｉｍｓｕｐ

犺↓０

狘犠（狊＋犺）－犠（狊）狘
Ψ（δ（狊，狊＋犺））

≥α｝， （３）

则Ｄｉｍ（犈犜（α））＝犖，ａ．ｓ．

证明　仅对犖＝２的情况证明，犖＞２的情况类似可证得．设犜＝１，α１∈（α０，１），δ狀＝狀２
－狀（狀≥１）．

定义一族服从（０－１）分布的随机变量序列｛犣犐｝犐∈犕狀（狀≥１）：对于犐＝［（犻，犼）２
－狀，（犻，犼）２

－狀＋〈２－狀〉），有

犣犐＝１，当且仅当

狘犠（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）－犠（（犻＋１）２

－狀，（犼＋１）２
－狀）狘≥

α１Ψ（δ（（（犻＋１）２
－狀，（犼＋１）２

－狀），（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）））．

　　由布朗单的一致连续模结果
［４］可知，几乎处处地存在狀０＝狀０（ω），使得当狀≥狀０（ω）时，对犐∈犕狀，

狊∈犐，有

狘犠（（犻＋１）２－
狀，狊２）－犠（狊１，狊２）狘≤２Ψ（（犻＋１）２

－２狀），

狘犠（（犻＋１）２－
狀，（犼＋１）２

－狀
－犠（犻＋１）２－

狀，狊２）狘≤２Ψ（（犼＋１）２
－２狀），

狘犠（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，狊２＋δ狀）－犠（狊１＋δ狀，狊２＋δ狀）狘≤２Ψ（δ狀２

－狀
＋（犼＋１）２

－２狀），

狘犠（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，狊２＋δ狀）－犠（（犻＋１）２

－狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）狘≤

２Ψ（δ狀２
－狀
＋（犻＋１）２－

２狀）．

若犣犐＝１，当狀充分大之后，则有

狘犠（狊１，狊２＋δ狀）－犠（狊１，狊２）狘≥狘犠（（犻＋１）２
－狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）－

犠（（犻＋１）２－
狀，（犼＋１）２

－狀）狘－狘犠（（犻＋１）２－
狀，狊２）－犠（狊１，狊２）狘－

狘犠（（犻＋１）２－
狀，（犼＋１）２

－２狀）－犠（（犻＋１）２－
狀，狊２）狘－

狘犠（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，狊２＋δ狀）－犠（狊１＋δ狀，狊２＋δ狀）狘－

狘犠（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，狊２＋δ狀）－犠（（犻＋１）２

－狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）狘≥

α１Ψ（δ（（（犻＋１）２
－狀，（犼＋１）２

－狀），（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）））－２Ψ（（犻＋１）２

－２狀）－

２Ψ（（犼＋１）２
－２狀）－２Ψ（（δ狀２

－狀
＋（犼＋１）２

－２狀）－２Ψ（δ狀２
－狀
＋（犻＋１）２－

２狀）≥

α０Ψ（δ（（（犻＋１）２
－狀，（犼＋１）２

－狀），（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）））≥

α０Ψ（δ（狊，狊＋〈δ狀〉））． （４）

令

犃（狀）＝∪ ｛犐∶犐∈犕狀，犣犐 ＝１｝，

犃＝ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞
犃（狀）＝∩

＋∞

狀＝１

∪
∞

犽＝狀
犃（犽）．

由式（４）可得，犃犉１（α０）．记犞狀＝∪
∞

犽＝狀
犃０（犽），犃０（犽）为犃（犽）的内点集．对于固定犿，犐∈犕犿，由文［９］中

的式（２．３），存在正有限常数犮１ 和犮，使得当狀充分大且犽≥狀时，则有

犘（犃０（犽）犐＝）≤犘（犑犐，犑∈犕犽，犣犑 ＝０）≤

犮１［犘（狘犠（（犻＋１）２
－犽
＋δ犽，（犼＋１）２

－犽
＋δ犽）－犠（（犻＋１）２

－犽，（犼＋１）２
－犽）狘＜

α１Ψ（δ（（（犻＋１）２
－狀，（犼＋１）２

－狀），（（犻＋１）２－
狀
＋δ狀，（犼＋１）２

－狀
＋δ狀）））］

２
犽－犿／犽

≤

犮１［犘（狘犖（０，１）＜α１ ２ｌｏｇδ
－１（（犻２－犽，犼２

－犽），（犻２－犽＋δ犽，犼２
－犽
＋δ犽槡 ））］２

犽－犿／犽
≤

犮１（１－犮（δ（（犻２
－犽，犼２

－犽），（犻２－犽＋δ犽，犼２
－犽
＋δ犽）））

α
２
１）２

犽－犿／犽
≤
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犮１（１－犮２
－２犽α

２
１）２

犽－犿／犽
≤犮１（ｅｘｐ｛－

１

犽２２犽
（α
２
１－１

）
｝）犮．

　　于是，有

∑
犽

犘（犃０（犽）犐＝）＜ ∞．

从而由Ｂｏｒｅｌ?Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理，可得犘（犞狀犐＝）＝０，因而犞狀 在［０，１］
２ 内几乎处处稠密且为［０，１］２ 的开

集．由引理得Ｄｉｍ（犉１（α０））＝２，ａ．ｓ．定理得证．

最后，给出布朗单矩形增量“快点”集的Ｐａｃｋｉｎｇ维数．

定理３　设犜＞０，０≤α＜１，犌犜（α）的表达式为

犌犜（α）＝ ｛狊∈ （０，犜］
犖
∶ｌｉｍｓｕｐ

犺↓０

狘犠（（狊，狊＋犺］）狘
Ψ（狘（狊，狊＋犺］狘）

≥α｝， （５）

则Ｄｉｍ（犌犜（α））＝犖　ａ．ｓ．

证明　由文［６］定理２及引理１即可得．
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