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非线性“犌狅狅犱”犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇方程的显式多辛格式

黄浪扬

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　对非线性“Ｇｏｏｄ”Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的一个多辛方程组进行数值离散，导出方程的离散多辛守恒律，得

到一个与此数值离散方法等价的，新的７点显式多辛格式．通过孤立波的数值模拟试验表明，所构造格式既能

很好地模拟单孤立波运动的波形，又能很好地模拟双孤立波的碰撞过程，可有效地模拟原孤立波的时间演化，

具有长时间的数值稳定性．
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近年来，多辛数值方法的研究［１?３］受到了广泛的重视，它涉及了流体力学、量子力学、结构力学等许

多研究领域．文［４］构造了非线性“Ｇｏｏｄ”Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的一个隐式的１５点多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ格式．本

文进一步提出此方程的一个新的７点显式多辛格式．

１　多辛方程组形式

考虑满足周期边界条件的非线性“Ｇｏｏｄ”Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程
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式（１）中，犌（狌）：犚→犚是某个非线性光滑函数．根据文［１］引入的多辛积分的概念，引入正则动量狏＝狌狓，
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式（４）中，Λ为外积算子．求解多辛方程组（２）的数值方法，可表示为
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的离散．Ｂｒｉｄｇｅｓ等
［１］称能保持多辛守恒律（５）的离散形式的格式为多辛格式．
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２　显式多辛格式

首先考察一些差分算子的性质［３］．定义向前差分算子犇狋犳
犼＝（犳犼

＋１－犳
犼）／τ，犇狓犳犻＝（犳犻＋１－犳犻）／犺，

易得推广的Ｌｅｉｂｎｉｚ法则，有

犇狓（犳·犵）犻 ＝ （α犳犻＋１＋（１－α）犳犻）·犇狓犵犻＋犇狓犳犻·（（１－α）犵犻＋１＋α犵犻），　　０≤α≤１． （６）

特别地，当α＝１时，有

犇狓（犳·犵）犻 ＝犳犻＋１·犇狓犵犻＋犇狓犳犻·犵犻． （７）

　　以上性质对狋方向也成立，只要算符运算是双线性的，离散的Ｌｅｉｂｎｉｚ法则就成立．例如外积运算，

此时犳，犵是一形式．

对多辛方程组（２）的分量形式进行离散，可得到其离散格式，有
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　　定理１　格式（８）是多辛格式，它满足离散多辛守恒律

犇狋（ｄ狌犼
－１
犻 Λｄ狑

犼
犻）＋犇狓（ｄ狌犼犻－１Λｄ狏

犼
犻＋ｄ狑

犼
犻－１Λｄ狆

犼
犻）＝０． （９）

　　证明　式（８）对应的变分方程组为

犇狋ｄ狑
犼
犻＋犇狓ｄ狏

犼
犻 ＝ｄ狌

犼
犻＋犌″（狌犼犻）ｄ狌犼犻，

－犇狓ｄ狌
犼
犻－１ ＝－ｄ狏

犼
犻，

犇狋ｄ狌
犼－１
犻 －犇狓ｄ狆

犼
犻 ＝０，

－犇狓ｄ狑
犼
犻－１ ＝－ｄ狆

犼
犻

烍

烌

烎．

（１０）

用ｄ狌犼犻 外积式（１０）的第１个方程，可得
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由离散的Ｌｅｉｂｎｉｚ法则（７），可得
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　　由离散的Ｌｅｉｂｎｉｚ法则（７），及式（１０）的第２个方程，可得
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所以，由式（１１）～（１４）可得离散的多辛守恒律（９），从而离散格式（８）为多辛格式．

在计算时，消去中间变量狏，狑和狆，格式（８）等价于三层７点显式多辛格式
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３　数值例子

取犌（狌）＝狌３／３，则非线性“Ｇｏｏｄ”Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程（１）的精确孤立波解为

狌（狓，狋）＝－犃ｓｅｃｈ
２［（犘／２）（ξ－ξ０）］，　　ξ＝狓－犮狋． （１６）

　　对于非线性“Ｇｏｏｄ”Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的显式多辛格式，采取在有限区域犐＝（犡Ｌ，犡Ｒ）上设置人工边

界和周期边界条件的方法进行数值模拟．即对人工边界犡Ｌ 和犡Ｒ 取得足够远，以满足周期边界条件．

由于格式（１５）是三层格式，所以为简便起见，格式初始时的第１层和第２层的值均取精确值．

３．１　单孤立波的模拟

在孤立波解式（１６）中，取振幅犃为０．５，初相ξ０ 为０，且犡Ｌ＝－５０，犡Ｒ＝５０，时间步长τ为０．０１，

空间步长犺为０．５．显式多辛格式（１５）在狋∈［０，１００］时，单孤立波传播的模拟结果如图１所示．
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３．２　同向双孤立波的模拟

在孤立波解式（１６）中，取两个不同振幅、不同初相的孤立波分别进行数值模拟试验．当振幅犃分别

为１，０．２５，相应的初相ξ０ 分别为－６０，－８０，此时犡Ｌ＝－１００，犡Ｒ＝１００，时间步长τ为０．０１，空间步长

犺为０．５．显式多辛格式（１５）模拟双孤立波同向传播时，其碰撞分离的模拟结果如图２所示．

图１　单孤立波的传播 图２　双孤立波的碰撞过程　　

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｔｏｎ　　　　　Ｆｉｇ．２　Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｗｏｓｏｌｉｔｏｎｓ

４　结论

由图１（数值模拟试验均计算１００００步，下同）可知，显式多辛格式（１５）能很好地模拟单孤立波运动

的波形，不出现振荡现象．由图２可知，显式多辛格式（１５）同样能够很好地模拟双孤立波的碰撞过程，

碰撞后，两个孤立子保持原来的形状及速度传播，好象碰撞没有发生过似的．

由此可见，所构造的显式多辛格式能够成功、有效地模拟原孤立波的时间演化，具有长时间的数值

稳定性．由于多辛格式（１５）是显式的，因此计算量比隐式的１５点多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ格式大大减小，数值

模拟结果与理论相符．
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