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摘要 : � 给出了一些易于检验的广义的预条件同时置换( GPSD)迭代法的收敛性定理.利用这些定理,能够较

容易地判别解线性方程组 Ax= f 的 GPSD迭代法的收敛性� 数值例子证明,定理具有较好的实用价值.
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广义的预条件同时置换( GPSD)迭代法包含了 PSD迭代法,而 PSD迭代法则包含了 Jacobi超松弛

迭代法( JOR) ,对称超松弛迭代法( SSOR) ,预优 Jacobi迭代法( PJ)等迭代法
[ 1�3]

.文[ 1]在线性方程组系

数矩阵 A为相容次序矩阵及 A 的 Jacobi迭代矩阵的特征值 �j 均为实数且 �2
j < 1的条件下, 证明了

PSD迭代法收敛的充分必要性定理� 文[ 2]在线性方程组系数矩阵 A为对称正定矩阵或非奇异H�阵的
情况下, 研究了 PSD迭代法的收敛性. 本文对 GPSD迭代法做进一步的研究, 给出了一些易于检验的

GPSD迭代法的收敛性定理.

1 � GPSD迭代法

设 A= D- E- F是n � n实矩阵� 其中: D是非奇异对角阵; E是严格下三角阵; F是严格上三角

阵.记 L- D
- 1
E, U= D

- 1
F,对角矩阵 �= diag(  1 ,  2 ,  ,  n) ; T= diag( !1 , !2 ,  , !n) , !i !0, i= 1,  , n,

则矩阵 A的 Jacobi迭代矩阵为 B= D
- 1
E+ D

- 1
F= L+ U,且记 B= [ bi, j ]� 其中: bi, i= 0, i= 1, 2,  , n.

求解线性代数方程组

Ax = f ( 1)

的 GPSD迭代法为

x
( m+ 1) = ST, �x

( m) + ( I - �U) - 1 ( I - �L ) - 1
TD

- 1
b, � � m = 0, 1, 2,  , ( 2)

其 GPSD法迭代矩阵为

ST, � = ( I - �U) - 1 ( I - �L) - 1 [ ( I - T) + ( T- �) ( L+ U) + �L �U]� ( 3)

� � 当取 T= !I , �=  I 时, GPSD迭代法便成为 PSD迭代法 [ 1] .

为了叙述方便, 引入如下记法:

( 1) 记 Jacobi迭代矩阵 B= [ bi, j ] ,空集为 ∀, N1  N2 = N
~

1  N
~

2= N= { 1, 2,  , n} ,且 N1 ∀N2 = ∀,

N
~

1 ∀N
~

2= ∀�

(2) 记 bi= #
n

j = 1
| bi, j | , b

~
i= | bj , i | , N

-
= { i | bi < 1, i ∃ N} , N

+
= { i | bi %1, i ∃ N} , N

~ -
= { i| bi< 1, i ∃

N} , N
~ + = { i| bi %1, i ∃ N} ,则有 N

-  N+ = N
~ -  N

~ + = N�

(3) 记 #i= #
j ∃ N

1

| bi, j | , ∃i= #
j ∃ N

2

| bi, j | , #
~

i= #
j ∃ N~

1

| bj , i | , ∃
~

i= #
j ∃ N~

2

| bj , i | ,可得 #i+ ∃i= bi , #
~

i+ ∃
~

i= b
~

i .

(4) 集合 K- L= { i | i ∃ K而 i ! L,对任一 n阶方阵G= [ g i, j ] , | G| = [ | g i, j | ] .

需要说明的是, 文中所取数集 N1 , N
~

1 , N2 , N
~

2 皆非空.
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2 � 非负矩阵的性质

定义 1 � 对于 n � n实矩阵 G, M及N ,如果 M非奇异,并且有M
- 1 %0和 N%0,则称 G= M- N为

矩阵G 的正规分裂.由文 [ 4]定理 3. 8,定理 3. 13可得引理 1, 2 .

引理 1 � 设 n � n矩阵 G%0,则 I- G非奇异且( I- G) - 1 %0的充要条件是 %( G) < 1.

引理 2 � 设 G= M- N 为矩阵G 的正规分裂,且 G
- 1 %0,则 %(M- 1

N) < 1.

引理 3
[ 5] � 若 A, B为n 阶方阵, 且| B| & A, 则 %( B) & %( A) .

3 � GPSD迭代法的收敛性定理

定理 1 � 设线性方程组( 1)的系数矩阵 A为非奇异 H�矩阵, 则当

0 < !i <
2

1 + %( | B | )
, � � 0 &  i & !i , � i = 1, 2,  , n

时,解方程组( 1)的 GPSD迭代法( 2)收敛.它隐含 PSD( 0< !<
2

1+ %( | B| )
, 0 &  & !) , SSOR( 0<  <

2) , JOR(0< !< 2
1+ %( | B| )

) , PJ(0<  & 1)等迭代法收敛.

证明 � 因为 A为非奇异 H�矩阵, 则有 %( | B| ) < 1, 其中| B| = | L| + | U| .又因为 U为严格上三角

矩阵, �= diag (  1 ,  2  ,  n) %0, 所以有 %( �U) = 0, %( � | U| ) = 0� 于是有
| ( I - �U)

- 1
| = | I + �U+ ( �U)

2
+  + ( �U)

k
+  | &

I + � | U | + ( � | U | ) 2 +  + ( � | U | ) k +  = ( I - � | U | ) - 1�
� � 同理,因 L为严格下三角矩阵,故有

| ( I - �L)
- 1

| & ( I - � | L | )
- 1�

于是有

| ( I - �U) - 1 ( I - �L) - 1 | & ( I - � | U | ) - 1 ( I - � | L | ) - 1� ( 4)

现记

M = ( I - �L ) ( I - �U) , ( 5)

N = [ ( I - T) + ( T- �) ( L+ U) + �L �U]� ( 6)

由式( 3)可知

ST, � = M
- 1
N� ( 7)

令

M
~

= ( I - � | L | ) ( I - � | U | ) , ( 8)

则由式( 4) , ( 5)有

0 & | M
- 1

| & M
~ - 1� ( 9)

� � ( i) 当 0< !i & 1, i= 1, 2,  , n时,因 0 &  i & !i , i= 1, 2,  , n, 令

N
~

= [ ( I - T) + ( T- �) ( | L | + | U | ) + � | L | � | U | ]� ( 10)

� � 由于 I- T= diag (1- !1 , 1- !2 ,  , 1- !n) %0, T- �= diag( !1 -  1 , !2 -  2 ,  , !n -  n) %0, 故可知

N
~
%0, 则有

| ST, � | = | M- 1
N | & M

~ - 1
N
~
� ( 11)

� � 由定义 1可知, G
~
= M

~
- N

~
为正规分裂, 且有

G
~
= M

~
- N

~
= ( I - � | L | ) ( I - � | U | ) - [ ( I - T) + ( T- �) ( | L | + | U | ) +

� | L | � | U | ] = T( I - | L | - | U | ) = T( I - | B | )�
因为| B| %0, %( | B| ) < 1, 0< !i & 1, i= 1, 2,  , n.

由引理 1可知, G
~ - 1

= ( I- | B| )
- 1
T

- 1 %0� 由引理 2可得

%(M
~ - 1

N
~
) < 1� ( 12)

所以,由式( 11) , ( 12)并据引理 3可得
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%( ST, � ) & %(M
~

- 1
N
~

) < 1�
即 GPSD迭代法收敛.

( ii) 当 1< !i<
2

1+ %( | B| )
, i= 1, 2,  , n时,因 0 &  i & !i , i= 1, 2,  , n,令

N
~ ( 2)

= [ ( T- I ) + ( T- �) ( | L | + | U | ) + � | L | � | U | ]� ( 13)

由式( 6) , ( 13)可知

0 & | N | & N
~ ( 2) , � � | ST, � | & | M- 1

N | & M
~ - 1

N
~ ( 2)� ( 14)

� � 由定义可知, G
~ ( 2)

= M
~

- N
~ ( 2)
为正规分裂, 且有

G
~ ( 2) = M

~
- N

~ ( 2) = ( I - � | L | ) ( I - � | U | ) - [ ( T- I) + ( T- �) ( | L | +

| U | ) + � | L | � | U | ] = ( 2I - T) - T( | L | + | U | ) =

( 2I - T) - T( | B | ) = ( 2I - T) ( I - ( 2I - T) - 1
T | B | )� ( 15)

因为 1< !i< 2
1+ %( | B| )

& 2, i= 1, 2,  , n. 所以 2- !i> 0, i= 1, 2,  , n. 由此可知,对角矩阵(2I- T) %

0, ( 2I- T) - 1 %0. 又因为

(2I - T) - 1
T | B | =

!i

2 - !i
| bi, j | & max

1 & i & n

!i
2- !i

| bi, j | =

max
1 & i & n

!i
2- !i

| bi, j | = max
1 & i & n

!i
2- !i

∋| B | � ( 16)

� � 由 1< !i<
2

1+ %( | B| )
, i= 1, 2,  , n, 有 !i (1+ %( | B| ) ) < 2 ∀ !i%( | B| ) < 2- !i ,

!i
2- !i

%( | B| ) < 1, i=

1, 2,  , n,则有max
1 & i & n

!i

2- !i
%( | B| ) < 1.所以由式( 16)并据引理 3及上式, 可得

%( (2I - T)
- 1
T | B | ) & % max

1 & i & n

!i
2 - !i

| B | = max
1 & i & n

!i
2- !i

∋%( | B | ) < 1. ( 17)

于是,由式( 15) , ( 17)并据引理 1可知

( G
( 2) ) - 1 = ( I - ( 2I - T) - 1

T | B | ) - 1 ( 2I - T) - 1 % 0�
再由引理 2可得

%(M
~

- 1
N

( 2) ) < 1� ( 18)

所以,由式( 14) , ( 18)并据引理 3可得

%(ST, � ) & %(M
~ - 1

N
( 2)
) < 1.

此时, GPSD迭代法也收敛. 证毕 .

引理 4 � 对于任意的 i ∃ N1 , j ∃ N2 , 若 i, j ∃ N-
,则恒成立

r i, j = #i + ∃j + #j∃i - #i∃j < 1�
� � 证明 � 因为 i, j ∃ N-

,所以有 #i+ ∃i= bi< 1, #j + ∃j = bj< 1,则有 0 & ∃i< 1- #i 和 0 & #j< 1- ∃j� 于
是有 #j∃i< ( 1- #i ) ( 1- ∃j ) ,从而有

r i, j = #i + ∃j + #j∃i - #i∃j < 1�
� � 定理 2 � 在线性方程组(1)矩阵 A的 Jacobi迭代矩阵 B中任取一 N 1 # N

-
, 如果对 i ∃ N1 , j ∃ N+

,

r i, j = #i+ ∃j+ #j∃i- #i∃j < 1 成立, 则当 0< !i< 2
1+ %( | B| )

, 0 &  i & !i , i= 1, 2,  , n 时, 解方程组( 1)的

GPSD迭代法( 2)收敛. 它隐含 PSD( 0< !<
2

1+ %( | B| )
, 0 &  & !) , SSOR ( 0<  < 2) , JOR( 0< !<

2
1+ %( | B| )

) , PJ( 0<  & 1)等迭代法收敛.

注 1 � 因定理 2(以及定理 3)中 N1(或N
~

1)可在 N
-
(或N

~
-
)中任取,所以该定理的应用性较广.

证明 � 若 N1= N
-
,则 N2= N

+
;若 N1 !N-

,则 N2- N
+ ! ∀. 因为 i ∃ N1 # N- , 对 j ∃ N2- N

+
,有

bj < 1,即 j ∃ N- � 由引理 4可知, r i, j < 1�
据此及定理条件,可知对一切 i ∃ N1 , j ∃ N2 ,有 r i, j= #i+ ∃j + #j∃i- #i∃j< 1恒成立� 所以可得
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0 & #j∃i < (1 - #i ) (1- ∃j )� (19)

又由 #i+ ∃i= bi< 1 ,可得

0 & ∃i < 1- #i� (20)

� � 由式(19) , (20)可知, 1- ∃j > 0� 因此, ∃j< 1.

若{ i | ∃i> 0, i ∃ N 1 } ! ∀,对于 N1 中一切使 ∃i> 0的 i有 0 & #j
1- ∃j

<
1- #i
∃i

,取

max
j ∃ N2

#j

1 - ∃j
< h < max

i∃ N
1 , ∃i > 0

1 - #i
∃i

;

否则, { i | ∃i> 0, i ∃ N1} !∀,即 ∃i ( 0, i ∃ N1 ,则取

max
j ∃ N

2

#j
1 - ∃j

< h < + ) .

� � 作 H= diag( h i | h i , i ∃ N2 ; h i= 1, i ∃ N1)� 显然,H为非负非奇对角阵. 令 B= H
- 1
BH= [ b

( 1)
i, j ] , 则有

b
( 1)
i, j = h

- 1
i bi, j h j , i , j ∃ N.所以有

b
( 1)
i = #i + h∃i =

#i < 1, � � ∃i = 0, � i ∃ N1 ,

#i + h∃i < #i +
1- #i

∃i
∃i = 1, � � ∃i > 0, � i ∃ N1 ,

b
( 1)
j = #j

1
h

+ ∃j =

∃j < 1, � � #j = 0, � j ∃ N2 ,

#j
1
h

+ ∃j < #j
1- ∃j
#j

+ ∃j = 1, � � #j > 0, � j ∃ N2�

� � 于是,可得 ∗B1 ∗ ) = max
i∃ N

( b
( 1)
i )< 1.因为∗ | B1 | ∗ ) = ∗B1 ∗ ) , 所以 %( | B1 | ) & ∗ | B1 | ∗ ) < 1.由

B1 = H
- 1
BH ,有 b

( 1)
i, j = h

- 1
i bi, j h j , i , j= 1, 2,  , n.又 H= diag ( h1 , h2 ,  , hn)中, h i> 0� 所以有

| b
( 1)
i, j | = | h

- 1
i b i, jh j | = h

- 1
i | bi, j | hj , � � i , j = 1, 2,  , n.

即| B1 | = H
- 1 | B| H, 则 %( | B1 | ) = %( | B| ) .

因此,有 %( | B| ) < 1,即矩阵 A为非奇异H�矩阵.所以,由定理 1可知, 当

0 < !i <
2

1 + %( | B | )
, � � 0 &  i & !i , � i = 1, 2,  , n

时,解方程组( 1)的 GPSD迭代法( 2)收敛 . 同理,对列也有如下相应定理�
定理 3 � 在线性方程组(1)矩阵 A的 Jacobi迭代矩阵 B中任取一N

~
1 # N

~ - � 如果对 i ∃ N
~

1 , j ∃ N
~ +

,

r
~

i, j = #
~

i+ ∃
~

j + #
~

j ∃
~

i- #
~

i ∃
~

j< 1成立, 则当 0< !i<
2

1+ %( | B| )
, 0 &  i & !i , i= 1, 2,  , n时, 解方程组(1)

的 GPSD迭代法( 2)收敛. 它隐含 PSD( 0< !<
2

1+ %( | B| )
, 0 &  & !) , SSOR(0<  < 2) , JOR(0< !<

2
1+ %( | B| )

) , PJ( 0<  & 1)等迭代法收敛.

4 � 数值例子

例 1 � 设线性方程组 Ax= f 中的系数矩阵A =

5 - 1 2

7 10 - 5

- 4 5 - 8

, 则 D=

5

10

- 8

, A的 Ja�

cobi迭代矩阵 B= I- D
- 1
A=

0 0. 2 - 0. 4

- 0. 7 0 0. 5

- 0. 5 0. 625 0

, ∗B∗ ) = ∗B∗1= 1. 2> 1�

因为 b1= 0. 6< 1, b2 = 1. 2> 1, b3 = 1. 125> 1, 所以 N
- = {1} , N+ = { 2, 3} .现取 N1= N

- 则 N2 =

N
+
,且有 #1= 0, ∃1= 0. 6; #2= 0. 7, ∃2 = 0. 5; #3= 0. 5, ∃3= 0. 625.因为对 i ∃ N1= {1} , j ∃ N+

= {3, 4} ,有

r1, 2= 0. 5+ 0. 7 � 0. 6= 0. 92< 1,和 r 1, 3= 0. 625+ 0. 5 � 0. 6= 0. 925< 1成立

所以,由定理 2可知,当 0< !i<
2

1+ %( | B| )
, 0 &  i & !i , i= 1, 2,  , n 时, 解此方程组的 GPSD迭代
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法( 2)收敛 .

例 2 � 设线性方程组 Ax = f 中的系数矩阵 A =

10 - 4 1 1

6. 3 14 - 2. 8 - 4. 2

3 0. 5 - 5 - 2. 5

- 2 2 - 1. 5 5

, 则 D =

10

14

- 5

5

, A的 Jacobi迭代矩阵 B= I- D
- 1
A=

0 0. 4 - 0. 1 - 0. 1

- 0. 45 0 0. 2 0. 3

0. 6 0. 1 0 - 0. 5

0. 4 - 0. 4 0. 3 0

,

∗B∗ ) = 1. 2> 1, ∗B∗1 = 1. 45> 1�

因为 b1= 0. 6< 1, b2= 0. 95< 1, b3= 1. 2> 1, b4 = 1. 1> 1, 所以 N
- = { 1, 2} , N+ = { 2, 3} . 又因b

~
1=

1. 45> 1, b
~

2 = 0. 9< 1, b
~

3= 0. 6< 1, b
~

4= 0. 9< 1, 所以N
~ - = {2, 3, 4} , N

~ + = {1} .

若直接取 N1= N
-
, N2= N

+
,因 r 2, 3 = 0. 45+ 0. 5+ 07 � 0. 5- 0. 45 � 0. 5= 1. 075> 1;若取N

~
1 =

N
~ -

, N
~

2= N
~ +

,因r
~

2, 1 = 0. 5+ 1. 45 � 0. 4= 1. 08> 1.所以,不能用文中定理判别解该方程组之 GPSD法

的收敛性.但是,由于文中定理的N
~

1 (或N
~

1 ) ,可在N
~ -

(或N
~ -

)中任取, 所以其应用性较广. 如在例 2中,

可取 N1= {1} # N-
,则 N2 = {2, 3, 4} , #1= 0, ∃1 = 0. 6; #3= 0. 6, ∃3= 0. 6; #4= 0. 4, ∃4= 0. 7.

于是,对于 i ∃ N1= {1} , j ∃ N+ = { 3, 4} , 则有 r 1, 3= 0. 6+ 0. 6 � 0. 6= 0. 96< 1和 r 1, 4= 0. 7+ 0. 4 �

0. 6= 0. 94< 1成立�

所以,由定理 2可知,当 0< !i<
2

1+ %( | B| )
, 0 &  i & !i , i= 1, 2,  , n 时, 解此方程组的 GPSD迭代

法( 2)收敛.
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Convergence Theorem of GPSD lterative Method

CHEN Heng�x in

( S chool of Mathem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � Some conver gence t heo rems o f GPSD ( gener alized preconditioned simultaneous displacement) iter ativ e method

are obtained in this paper. T he converg ence of GPSD iter ativ e method fo r so lv ing linear equations Ax= f can be easily dis�

cr iminated by use o f these theorems. T wo numericial exam ples ar e g iv en, that show s these t heo rems had a good practical

value.

Keywords: � linear equations; GPSD iter ative method; PSD iter ative method; converg ence
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