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解四阶抛物型方程的高精度显式差分格式

张星, 单双荣

(华侨大学 数学科学学院, 福建泉州 362021)

摘要: � 对四阶抛物型方程 u t + uxxxx = 0, 构造一个新的三层显式差分格式, 其稳定性条件和局部截断误差阶

分别为 r= �/ h4 � 1/ 8 和 O(�2+ h6 ) , 其结果优于其他四阶抛物型方程的结果. 数值例子表明,理论分析是正确

的,该格式是有效的.
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对四阶抛物型方程(初边值问题)

� � � �u
�t +

�4
u

�x 4 = 0, � � 0 < x < 1, � 0 < t � T ,

� � � � � u( x , 0) = f ( x ) , � � 0 � x � 1,

u(0, t ) = �2 u(0, t)
�x 2 = u( 1, t ) = �2

u(1, t)
�x 2 = 0, � � 0 � t � T ,

(1)

构造了一个显式格式,但其局部截断误差阶仅为 O( �+ h
2
) , 精度较低;然后,又提出两个隐式差分格式,

其局部截断误差阶分别为 O(�2 + h2
)和 O( �2+ h

4
) ,但需解线性方程组, 计算量太大. 文[ 2�3]分别得到

一个显式差分格式, 文[ 2]的稳定性条件和截断误差阶分别为 r= �/ h4< 1/ 8和 O( �2+ h
4
) ,而文[ 3]的结

果是 r � 1/ 16和 O(�
2
+ h

6
) 此外, 文[ 4]得到了四阶抛物型方程的隐式格式,但计算量较大. 本文构造

了一个新的三层显式差分格式.

1 � 差分格式的构造

设问题(1)的解 u( x , t)充分光滑, 分别用 �, h表示时间 t 及空间 x 方向的步长,用 u
n
j 表示u ( j h, n�)

的差分逼近.网域由点集( x j , tn) ( j= 0, 1,  , M; n= 0, 1, 2,  )组成, 其中 x j = j h, tn = n�, h= 1/ M, 并设

r= �/ h
4
为网格比.用含参数具有对称形式的差分方程

C0 u
n+ 1
j + C1 u

n
j- 2 + C2 u

n
j- 1 + C3u

n
j + C2u

n
j+ 1 + C1 u

n
j+ 2 +

C4 u
n- 1
j- 2 + C5 u

n- 1
j- 1 + C6u

n- 1
j + C5u

n- 1
j+ 1 + C4 u

n- 1
j+ 2 = 0, (2)

逼近微分方程( 1) 式(2)中, C i ( i= 0, 1,  , 6)为待定参数.

当微分方程(1)的解充分光滑时,有

�p+ qu
�x p�tq = (- 1)

q �p+ 4q
u

�x p+ 4q , � � p , q = 0, 1, 2, 3,  . (3)

� � 将式(2)中各节点上的 u在网点( x j , tn)处进行 Taylo r展开, 且两边同时乘以 1/ h4
,整理可得

1
h
4 ( C0 + 2C1 + 2C2 + C3 + 2C4 + 2C5 + C6) u

n
j + r(C0 - 2C4 - 2C5 - C6)

�u
�t +

�r ( C
0

2
+ C4 + C5 +

C6

2
)
�2
u

�t 2
+ �2r ( C

0

6
-
C4

3
-
C5

3
-
C6

6
)
�3
u

�t3
+
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1
h
2 (4C1 + C2 + 4C4 + C5)

�2
u

�x 2 + (
4
3
C1 +

1
12
C2 +

4
3
C4 +

1
12
C5)

�4
u

�x 4 +

h
2
r(- 4C4 - C5)

�3
u

�x 2�t
+ h

2
(
8
45
C1 +

1
360

C2 +
8
45
C4 +

1
360

C5)
�6
u

�x 6 +

�h2
r(2C4 +

C5

2
)

�4
u

�t2�x 2 + h
4 1
8!
( 29C1 + 2C2 + 29

C4 + 2C5)
�8
u

�x 8 +

�(- 4
3
C4 -

1
12
C5)

�5 u
�t�x 4 + h

6
r (-

8
45
C4 -

1
360

C5)
�7 u
�t�x 6 +

h
6 1
10!

( 2
11
C1 + 2C2 + 2

11
C4 + 2C5)

�10
u

�x 10 + O(�
3
+ �

2
h

2
+ �

2
h
3
+ h

7
) = 0.

利用式(3) ,当以下条件

C0 + 2C1 + 2C2 + C3 + 2C4 + 2C5 + C6 = 0,

r ( C0 - 2C4 - 2C5 - C6) - (
4
3
C1 +

1
12
C2 +

4
3
C4 +

1
12
C5) = 0,

r (
C0

2
+ C4 + C5 +

C6

2
) +

4
3
C4 +

1
12
C5 = 0,

4C1 + C2 + 4C4 + C5 = 0,

r (4C4 + C5 ) +
8
45
C1 +

1
360

C2 +
8
45
C4 +

1
360

C5 = 0,

2
9
C1 + 2C2 + 2

9
C4 + 2C5 = 0, � � 2C4 +

C5

2
= 0

(4)

同时成立时,差分格式(2)的截断误差阶可达 O( �
2
+ h

6
) .解方程组(4)可得 C0= C1 / r , C2 = - 4C1 , C3=

6C1- 2C1 / r, C4= - C1 , C5 = 4C1 , C6 = C1 / r- 6C1 .

将以上各参数值代入式( 2)中,可得三层显式差分格式为

u
n+ 1
j = - ( u

n
j- 2 + u

n
j+ 2 + 4r( unj- 1 + u

n
j+ 1) + ( 2- 6r ) unj +

r ( u
n- 1
j- 2 + u

n- 1
j+ 2 - 4r( un- 1

j- 1 + u
n- 1
j+ 1 ) + (6r - 1) un- 1

j , (6)

其局部截断误差为 O( �2+ h
6
) .

2 � 差分格式稳定性

引理 1 � 即 M ille准则 [ 5]
,实系数二次方程 Ax

2 + Bx+ C= 0( A > 0)的两个根按模小于等于 1 的充

要条件: A - C!0, A + B+ C!0, A - B+ C!0.

定理 1 � 当 0< r � 1/ 8时,格式(6)至少在 For sythe�Wasow [ 6]意义下条件稳定.

证明 � 令 u
n
j = &

m
e
ij∋
( i= - 1) ,由 Fourier分析法

[ 7]
可知,格式(6)的特征方程为

A&
2
+ B&+ C = 0 (7)

上式中, A = 1, B= r( 4co s2∋- 2)- 8rcos ∋+ 6r- 2, B= - [ r (4cos2∋- 2)- 8r cos ∋+ 6r- 1] .

下面验证特征方程( 7)是否满足引理 首先, A= 1> 0成立; 其次,对任意 r> 0,均有

A - C = 1 + r (4cos2∋- 2) - 8r co s ∋+ 6r - 1 = 4r( cos ∋- 1) 2 ! 0,

A + B + C = 1 > 0.

当 0< r � 1/ 8时, 有
A - B + C = 1 - [ r(4cos 2∋- 2) - 8rcos ∋+ 6r - 2] - [ r (4cos 2∋- 2) - 8r cos ∋+ 6r - 1] =

4 - 8r( cos ∋- 1) 2 = 4(1- 8r sin4
( ∋/ 2) ) ! 0.

因此,当 0< r � 1/ 8时, 满足引理的条件 1, Von Neumann 条件成立. 所以, 格式 ( 6)至少在 For sythe�
Wasow

[ 6]
意义下条件稳定.

3 � 数值例子
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�u
�t
+

�4
u

�x 4 = 0, � � 0 < x < (, � t > 0,

u( x , 0) = f ( x ) , � � 0 � x � (,

u( 0, t ) = �2
u(0, t)
�x 2 = u(1, t) = �2

u(1, t)
�x 2 = 0, � � t > 0,

(8)

其精确解为 u( x , t) = e- t sin x . 边界条件的处理与文[ 1]相同,即采用中心差商代替微商. 于是, 有 u
n
0=

u
n
M= 0, un- 1= - un1= 0, unM + 1= - u

n
M - 1= 0 对于初始条件的处理,则用直接转移法, 可得 u

0
j = sin j h, ( j =

0, 1,  , M ; n= 0, 1, 2,  ) .
所构造的显格式(6)是三层格式,启动值除了初始层网格函数值以外,还需用其他方法先算出第 1

层网格函数值. 为了方便,按精确值代替第 1层的值进行计算(实际计算可用同精度的两层隐格式计算

第 1层的值) .当 h= (/ 10时,利用格式( 6)进行求数值解,不同网格比 r 的精确解比较, 如表 1所示 
表 1 � 格式(6)的数值结果对应值

Tab. 1 � Co rr esponding value of Numer ical r esults of scheme ( 6)

r
x (/ 10 2(/ 10 3(/ 10 4(/ 10 5(/ 10

精确解 0. 168 105 0. 319 755 0. 440 105 0. 517 374 0. 544 000

1/ 8 h=
(
10

差分解 0. 167 498 0. 318 599 0. 438 514 0. 515 505 0. 542 034

绝对误差 6. 074 953 ∀ 10- 4 0. 001 156 0. 001 590 0. 001 870 0. 001 966

1/ 16 h=
(
10

差分解 0. 167 486 0. 318 576 0. 438 483 0. 515 467 0. 541 994

绝对误差 6. 196 036 ∀ 10- 4 0. 001 176 0. 001 622 0. 001 907 0. 002 005

1/ 32 h=
(
10

差分解 0. 167 479 0. 318 565 0. 438 467 0. 515 449 0. 541 975

绝对误差 6. 256 647 ∀ 10- 4 0. 001 190 0. 001 638 0. 001 926 0. 002 025
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Explicit Difference Scheme of High Accuracy for

Solving Four�Order Parabolic Equation

ZHANG Xing, SH AN Shuang�rong

( S chool of Mathem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � In this paper, a three�level explicit difference scheme is pr oposed for solving four�order parabolic equation u t +

uxxxx = 0. The scheme meets a st abilit y condition of r= �/ h4 � 1/ 8 and shows a local tr uncation er ro r of O(�2+ h6 ) . It is

show ed that t he scheme is effectiv e and the analysis o f stability is r ight by a numerical ex ample.

Keywords: � f our�order pa rabolic equat ion; high accuracy ; explicit differ ence scheme; stability
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