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单叶调和函数及其反函数为
调和拟共形的充要条件
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摘要: � 研究平面上具有形式 f ( z )= A [�z + �+ log (1- ex p(- �z - �) ) - log( 1- ex p( - �z- �) ) ] + B 的保向

单叶调和映照,其中 A , B,�, �是常数且满足条件 A � 0,�� 0.给出了定义在椭圆和上半平面上的单叶调和函

数及其反函数都是调和拟共形映照的充要条件,并推广到一般的单连通区域上.
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1 � 预备知识

一个复值函数 f ( z ) = u+ iv 在平面区域D 上调和是指u, v 在区域D 上实调和. 如果 D是一个单连

通区域,则 f 可写为 f ( z )= h( z )+ g( z ) , 其中 h, g 为解析函数. Lew y[ 1] 给出了 f 局部单叶且保向的充

要条件为 J f = | h |
2
- | g |

2
> 0, z ! D.文[ 2]证明了如下定理�

定理 A � 假设 f ( z )= h( z )+ g( z )是一个单连通区域 D 上的保向单叶调和映照, 则其反函数 z=

f
- 1

( w )在 G= f ( D)内调和当且仅当下列 3种情形之一成立: ( ∀) f ( z )在 D 内共形; ( #) f ( z )是仿射

变换,即 f ( z )= �z+ � z + B, | �| > | �| > 0; ( ∃) f ( z )具有形式为

f ( z ) = A [�z + �+ log (1- ex p(- �z - �) ) - log (1 - ex p(- �z - �) ) ] + B� (1)

式(1)中 : A , B, �, �是常数且满足条件 Re( �z+ �)> 0, z ! D.

单叶调和函数何时为单叶调和拟共形映照是一个研究热点� Pavlovi c [ 3�4]研究了单位圆和上半平面

上的单叶调和函数为拟共形映照的条件,文[ 5]中也给出了单位圆到自身上的调和同胚为调和拟共形同

胚的条件� 本文研究单叶调和映照及其反函数都是调和拟共形映照的条件. 定理 A 的结果表明,只需

对具有形式(1)的情形加以研究.

2 � 主要结果和证明

设 f ( z ) = h( z )+ g( z )是一个单连通区域 D 上的保向单叶调和映照,且具有( 1)式形式,其中 A , B,

�, �是常数且满足条件A �0, ��0 .这里

h( z ) = A [�z + �+ log(1 - exp(- �z - �) ) ] + B,

g( z ) = - !A log (1 - ex p(- �z - �) )�
(2)

� � 设 z= x + iy , �= �1+ i�2 , �= �1+ i�2 ,其中 x , y , �1 , �2 , �1 , �2 为实数, 可得 Re(�z+ �) = �1 x- �2y+

�1� 此方程表示一空间平面,且与 xoy 平面相交.

定理 1 � 设 f 是定义在椭圆 U= { z= x+ iy | x
2

a
2 + y

2

b
2 < 1}上的保向单叶调和映照, 且具有式( 1)的形

式,则 f 的反函数是调和拟共形映照的充要条件, 存在一个实常数 c> 0,使得 �1 % a
2�2

1+ b
2�2

2+ c.
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� � 证明 � 当 z ! U时,平面 Re( �z+ �)= �1x - �2y+ �1 的最大值和最小值必在边界∀U上取到.

下面求函数 Re(�z+ �)= �1x - �2y+ �1 在条件
x

2

a
2 +

y
2

b
2 = 1下的最小值. 由拉格朗日乘数法, 设

L ( x , y ) = �1 x - �2 y + �1 +  (
x

2

a
2 +

y
2

b
2 - 1) , � �  ! R,

则有 L x = �1+
2 
a

2 x= 0, L y = - �2+
2 
b

2 y= 0,
x

2

a
2 +

y
2

b
2 = 1� 由此可解得

x = -
a

2
�1

a
2
�

2
1 + b

2
�

2
2

, � � y =
b

2
�2

a
2
�

2
1 + b

2
�

2
2

;

x =
a

2�1

a
2�2

1 + b
2�2

2

, � � y = -
b

2�2

a
2�2

1 + b
2�2

2

�

最后,可得到

m in
z ! ∀U

Re(�z + �) = �1 - a
2
�

2
1 + b

2
�

2
2� (3)

� � 充分性的证明: 若存在一个实常数 c> 0,使得 �1 % a
2�2

1+ b
2�2

2 + c,则有

Re( �z + �) > m in
z ! !U

Re(�z + �) = m in
z ! ∀U

Re(�z + �) =

�1 - a
2�2

1 + b
2�2

2 % c > 0, � � z ! U,

从而有

g ( z )
h ( z ) = ex p(- Re(�z + �) ) & exp(- c) < 1, � � 0 < exp(- c) < 1, � z ! U� (4)

� � 由定理 A及拟共形映照的性质可知,函数 f 及其反函数都是调和拟共形映照.

必要性的证明: 若 f 具有式(1)的形式, 且 f 的反函数是调和拟共形映照, 那么 f 也一定是调和拟

共形映照. 设 f 的复特征为 !( z ) ,则有

∋!( z ) ∋ ( = ess sup
z ! U

| !( z ) | = max
z ! ∀U

g ( z )
h ( z ) =

max
z ! ∀U

[ ex p(- Re( �z + �) ) ] = ex p(- min
z ! ∀U

Re( �z + �) ) =

ex p(- ( �1 - a
2
�

2
1 + b

2
�

2
2 ) ) & k < 1, � � 0 < k < 1� (5)

� � 由此可得 �1 - a
2�2

1+ b
2�2

2 %- log k� 取 c= - log k> 0,则有 �1 % a
2�2

1+ b
2�2

2 + c.

� � 定理 2 � 设 f 是定义在上半平面H = { z | Im z> 0}上的保向单叶调和映照,且具有式(1)的形式,则

f 的反函数是调和拟共形映照的充要条件,存在一个实常数 c> 0,使得 �1 %c, �1= 0 , �2 < 0.

充分性的证明: 当 z ! H 时,若存在一个实常数 c> 0,使得 �1 %c, �1= 0 , �2 < 0, 则有

Re(�z + �) = - �2y + �1 > �1 % c, � � z ! H . (6)

即有

g ( z )
h ( z ) = ex p(- Re(�z + �) ) & exp(- c) < 1, � � 0 < exp(- c) < 1, � z ! H .

由定理 A及拟共形映照的性质可知,函数 f 及其反函数都是调和拟共形映照.

必要性的证明: 因 f 的反函数调和,由定理 A 有

Re( �z + �) > c, � � z ! H .

从而得到 �1= 0, �2< 0, 并且 Re( �z + �)在边界∀H 上取到最小值�1� 即
m in
z ! #H

Re(�z + �) = min
z ! ∀H

Re( �z + �) = �1 , � � z ! H . (7)

� � 设 f 的复特征为 !( z ) ,则有

∋!( z ) ∋ ( = ess sup
z ! H

| !( z ) | = max
z ! ∀H

g ( z )
h ( z ) =

m ax
z ! ∀H

[ ex p(- Re(�z + �) ) ] = ex p(- min
z ! ∀H

Re( �z + �) ) =

ex p(- �1) & k < 1, � � 0 < k < 1. (8)

� � 由此可得, �1 %- lo g k� 取 c= - log k> 0,则有 �1 %c.
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3 � 一般区域上的情形

定理 3 � 设 D 为有界单连通开区域,其边界为∀D )∀( x , y ) = 0,且 ∀! C
1
. f 是定义在D 上的保向

单叶调和映照, 且具有式(1)的形式,则 f 的反函数是调和拟共形映照的充要条件,存在一个实常数 c>

0,使得对任何满足方程

�1∀y + �2∀x = 0, � � ∀( x , y ) = 0

的 z
*
,有 Re( �z

*
+ �) %c.

证明 � 因 D 为有界单连通开区域,则 !D 为有界单连通闭区域, 所以 Re( �z+ �)必在边界∀D 上取到
最小值.由拉格朗日乘数法,设

L ( x , y ) = �1 x - �2y + �1 +  ∀( x , y ) , � �  ! R,

则有 L x = �1+  ∀x = 0, L y = - �2+  ∀y = 0, ∀( x , y )= 0� 等价于
�1∀y + �2∀x = 0, � � ∀( x , y ) = 0� (9)

� � 充分性的证明: 因为 z
*
满足方程组(9) ,所以 z

*
是边界上的极值点,由 Re( �z

*
+ �) %c> 0, 显然有

min
z ! ∀D

Re( �z + �) % c > 0

又因为 Re(�z+ �)在边界∀D上取到最小值, 所以有

Re(�z + �) > min
z ! ∀D

Re(�z + �) % c > 0, � � z ! D.

即有

g ( z )
h ( z ) = exp(- Re(�z + �) ) & ex p(- c) < 1, � � 0 < exp(- c) < 1, � z ! D .

� � 由定理 A及拟共形映照的性质可知,函数 f 及其反函数都是调和拟共形映照.

必要性的证明: 若 f 具有式(1)的形式, 且 f 的反函数是调和拟共形映照, 那么 f 也一定是调和拟

共形映照. 设 f 的复特征为 !( z ) ,则有

∋!( z ) ∋ ( = ess sup
z ! D

| !( z ) | =

m ax
z ! ∀D

g ( z )
h ( z ) = max

z ! ∀D
[ ex p(- Re( �z + �) ) ] =

exp(min
z ! ∀D

Re( �z + �) ) & k < 1, � � 0 < k < 1.

� � 由此可得, min
z ! ∀D

Re( �z+ �) %- log k� 取 c= - lo g k> 0, 则有min
z ! ∀D

Re( �z+ �) %c,从而有

Re(�z + �) %m in
z ! ∀D

Re(�z + �) % c, � � z ! ∀D.

又因为满足方程组( 9)的点 z
* ! ∀D,所以有 Re( �z * + �) %c.

当 D为无界单连通开区域时,类似于定理 3的证明可得到如下定理�
定理 4 � 设 D 为无界单连通开区域,其边界为∀D )∀( x , y ) = 0,且 ∀! C

1
. f 是定义在D 上的保向

单叶调和映照, 且具有式(1)的形式,则 f 的反函数是调和拟共形映照的充要条件,存在一个实常数 c>

0,使得 �, �满足以下两个条件�
( 1) 对任何满足方程

�1∀y + �2∀x = 0, � � ∀( x , y ) = 0

的 z
*
,有 Re( �z

*
+ �) %c�

( 2) lim
z∗ (

Re( �z+ �) %0, z ! D�

充分性的证明: 因D 为无界单连通开区域, 由条件( 2)可知, Re( �z+ �)必在边界∀D上取到最小值�
又因为对任何满足方程组(9)的 z

*
,都有 Re(�z * + �) %c> 0,则显然有

Re(�z + �) > min
z ! ∀D

Re(�z + �) % c > 0, � � z ! D.

即有

g ( z )
h ( z ) = exp(- Re(�z + �) ) & ex p(- c) < 1, � � 0 < exp(- c) < 1, � z ! D�

� � 由定理 A及拟共形映照的性质知,函数 f 及其反函数都是调和拟共形映照.
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必要性的证明: 因 f 的反函数调和,由定理 A 可知

Re( �z + �) > 0, � � z ! D.

显然有

lim
z∗ (

Re( �z + �) % 0, � � z ! D,

且 Re(�z+ �)在边界∀D上取到最小值. 设 f 的复特征为!( z ) ,则有

∋!( z ) ∋ ( = ess sup
z ! D

| !( z ) | =

m ax
z ! ∀D

g ( z )
h ( z ) = max

z ! ∀D
[ ex p(- Re( �z + �) ) ] =

ex p(- m in
z ! ∀D

Re(�z + �) ) & k < 1, � � 0 < k < 1.

� � 由此可得, min
z ! ∀D

Re( �z+ �) %- log k� 取 c= - lo g k> 0, 有m in
z ! ∀D

Re(�z+ �) %c,从而有

Re(�z + �) %m in
z ! ∀D

Re(�z + �) % c, � � z ! ∀D.

� � 又因为满足方程组( 9)的点 z
* ! ∀D,所以有 Re( �z * + �) %c.

在上述 4个定理中, 若令 c= 0,则可得到函数 f 及其反函数都是调和映照的充要条件.
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Necessary and Sufficient Condition that Univalent

Harmonic Functions and Their Inverse Functions

are Harmonic Quasiconformal Mappings

H U Chun�ying, H UANG Xin�zhong

( S chool of M athem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversity, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � Plannar sense�pr eser ving univ alent harmonic funct ions with the for m f ( z ) = A [�z+ �+ log ( 1- ex p(- �z -

�) )- log (1- exp( - �z - �) ) ] + B, are consider ed, where A , B, �, � are co nstants w ith the condition A � 0, �� 0. N eces�

sar y and sufficient condit ion for such harmo nic functions defined elliptic doma in or on the upper half plane and their in�

v erse functio ns to be har monic quasico nfo rmal mappings ar e o btained. Our methods also can be applied to the g eneral sim�

ply connect domains.

Keywords: � univalent har monic functio ns; quasiconforma l mapping s; complex dilatat ion; har monic quasiconfor mal map�

pings
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