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摘要: � 讨论可加布朗运动样本轨道的重分形分析问题� 利用构造上极限型集 ,集的乘积的 Packing 维数和

Hausdo rff维数关系的方法, 分别得到其局部增量和沿坐标方向增量两种不同增量形式� 快点 集的 Packing

维数结果.
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1 � 预备知识

Or ey 等[ 1 ]在讨论布朗运动的重对数律时,得到了布朗运动增量�快点 集的 Hausdo rff 维数结果 �
在多指标随机过程研究中, Wiener 单是最具重要性和代表性. 在讨论 Wiener 单的样本轨道性质中,可

加布朗运动起到关键的作用[ 2�5] , 但是,可加布朗运动是可加 L�vy 过程( Addit iv e L�vy Processes)的特

例,是源自 L�vy 过程的相交与自相交问题
[ 6]� 可加 L�vy 过程是指满足

X ( t) = X 1 ( t1 ) + !+ X N ( tN ) , � �  t = ( t1 , t2 , !, tN ) ∀ R
N
+

条件的多指标随机过程, 即

X = {X ( t) # t ∀ R
N
+ }�

其中, X i= { X i ( t) # t ∀ R+ } (1 ∃ i ∃ N )是取值于 R
d
相互独立的L�vy 过程.若 X i (1 ∃ i ∃ N )均为布朗运

动,则称 X= { X ( t) # t ∀ R
N
+ }为可加布朗运动.

设 �( h)= 2hlog h
- 1

, X= { X ( s) #s ∀ R
N
+ }是可加布朗运动� 它关于局部增量� ��快点 集记为

A T (�) = { s ∀ (0, T ]
N # lim sup

h % 0

| X ( s + h) - X ( s) |
�( h1 + !+ hN )

&�} , (1)

而沿坐标方向增量� ��快点 集记为

BT (�) = { s ∀ (0, T ]
N # lim sup

h % 0

| X ( s1 , !, sN- 1 , sN + h) - X ( s) |
�( h)

&�} . (2)

� � 文[ 7]得到了 A T (�)与 BT ( �)Hausdorf f维数结果, 当 T > 0, 0 ∃ �∃ N时,则 dim ( A T (�) ) = N -

�
2
, a. s. (即几乎处处,下略) ;而当 T > 0, 0 ∃ �∃ 1时,则 dim ( BT ( �) )= N - �

2
, a. s.�

与文[ 7]类似,只须分别考虑 �∀ [ 0, N ]情形 A T (�)和 �∀ [ 0, 1]情形 BT (�)的 Packing 维数问题.

定理 1 � 设 T > 0, 0 ∃ �< 1, A T ( �)如式(1)所示,则 dim( A T ( �) ) = N , a. s.�
定理 2 � 设 T > 0, 0 ∃ �< 1, BT (�)如式(2)所示, 则 dim( BT ( �) ) = N , a. s.�
由此可发现,当 0< �< 1时, A T (�)和 BT (�)的 Hausdo rff 维数与其 Packing 维数不相等.

2 � 基本引理

约定在同一完备概率空间(  , F , P)上讨论问题. 用 R
N
+ = [ 0, + ∋ )

N 表示指标空间; s= ( s1 , s2 , !,
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sN ) , t= ( t 1 , t2 , !, tN )表示 R
N
+ 上的点; s< t表示 s i< ti , i= 1, 2, !, N ; [ s, t] = (

N

i= 1
[ s i , t i ] ,表示 R

N
+ = [ 0, +

∋ )
N
上的维超方体.令 M n= { (

N

i= 1
[ 2

- n
m i , 2

- n
( mi+ 1) ) , 0 ∃ mi ∃ 2

n
- 1, 且 mi ∀ Z} , 表示[ 0, 1]

N
中边长

为 2- n且其边平行于坐标轴的左闭右开N 维立方体的集合. 有时 c表示分量同为常数 c 的向量,即 c=

( c, c , !, c) .

设 !# [ o, e
- 1

] )[ 0, + ∋ )为单调递增连续函数, 且 !(0)= 0. 对任意集合 E !R
d
,令 !- p

*
( E )=

lim sup
∀) 0

{ ∗
i
!( 2r i ) #B( x i , r i )两两不交, x i ∀ E, r i ∃ ∀}� 其中, B( x , r )表示是以 x 为圆心, r 为半径的球.

显然, !- p
*
( E)不是一个距离外测度,更不是测度

[ 8]� 经过修正后,记

!- p (E) = inf{ ∗
n

!- p
*
( En) # E ! +

n
E n } ,

则 !- p ( E)是一个测度, 称 !- p ( E)为 E 的 Packing 测度.定义 E 的 Packing 维数为

dim( E) = inf {�> 0#s
�
- p ( E) = 0} = sup{�> 0 #s

�
- p (E ) = + ∋ } .

有关 Packing 测度和 Packing 维数的有关性质, 可参见文[ 8] .

设 B i= { B i ( t i ) # ti ∀ R+ } (1 ∃ i ∃ N ) ,是定义在(  , F, P )上的标准布朗运动,它们相互独立,若

X ( t) = B1( t 1) + !+ BN ( tN ) , � �  t = ( t 1 , t 2 , !, tN ) ∀ R
N
+ .

则称 X = { X ( t) # t ∀ R
N
+ }为 N�指标可加布朗运动.

引理 1
[ 9] � 如果对 n&1, V n是[ 0, 1]

N
中的开集,且在[ 0, 1]

N
中稠密,则 dim( ,

n
V n)= N .

3 � 主要结果及其证明

下面,给出可加布朗运动局部增量�快点 集的 Packing 维数�
定理 3 � 设 T > 0, 0 ∃ �0< 1, A T ( �0)如式(1)所示,则 dim( A T ( �0 ) )= N, a. s.�
证明 � 仅对 N= 2的情况结予证明, N > 2的情况类似可得. 不妨假设 T = 1, �1 ∀ ( �0 , 1) , #n= n2- n

( n&1) . 定义一族服从(0�1)分布的随机变量序列{ Z I} I ∀ M
n ( n &1)如下:

对于 I= [ ( i , j ) 2
- n

, ( i , j )2
- n
+ −2- n.) , Z I = 1, 当且仅当| X ( ( i, j )2

- n
+ −#n.) - X ( ( i, j )2

- n
| &�1 (

2(2#n) log (2#n) - 1
.

由布朗运动一致连续模结果[ 1]可知, 几乎处处( a. s. )地存在 n0= n0 ( ∃) , 使得当 n&n0( ∃)时, 对于

 I ∀ Mn ,  s ∀ I ,有

| B1( i2- n
) - B1( s1) | ∃ 2 2- n+ 1 log2n

,

| B2 ( j 2
- n
) - B2( s2) | ∃ 2 2

- n+ 1
lo g2

n
,

| B1( i2- n
+ #n) - B1( s1 + #n) | ∃ 2 2- n+ 1 log2n

,

| B 2( j 2- n
+ #n) - B2( s2 + #n) | ∃ 2 2- n+ 1 lo g2n

.

若进一步地, Z I = 1,当 n充分大之后, 则有

| X ( s + −#n.) - X ( s) | &| X ( ( i, j )2
- n

+ −#n.) - X ( i , j )2
- n

| - | B1 ( s1) - B2 ( i2
- n
) | -

| B2 ( j 2- n
) + B 2( s2) | - | B1( i2- n

+ #n) - B1 ( s1 + #n) | - | B2( j 2- n
+ #n) - B2( s2 + #n) | &

�1 2(2#n) log( 2#n)
- 1

- 8 2
- n+ 1

log2
n &�0 2(2#n) log (2#n)

- 1� (3)

� � 令 A( n)= + { I # I ∀ M n , Z I = 1) , A = lim sup
n

A ( n) = ,
∋

n= 1
+
∋

k= n
A ( k ) .由式(3)可以得到, A !A 1 (�0) .

记 V n= +
∋

k= n
A

0
( k)� 这里, A

0
( k)为 A ( k)的内点集� 对固定 m, I ∀ M n ,由文[ 1]中的式( 2. 3) , 存在正有限

常数 c1 和 c,使得当 n充分大且 k &n时,有

P( A
0
( k) I = �) ∃ P ( J ! I , J ∀ M k , ZJ = 0) ∃

c1 ( P | N (0, 1) | < �1 2log(2#n) - 1
) )

2
k- m

/ k ∃

c1 (1 - c(
2k- 1

k
)
- �2

1 )
2k- m/ k ∃ c1 ( exp{-

k
�2
1
- 1

2
k(�2

1
- 1)

} )
c
.
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� � 于是, ∗
k

P ( A
0
( k) I= �)< ∋ .由 Bor el�Cantelli引理,可得 P (V nI = �)= 0, 因而 V n 在[ 0, 1]

2
内

几乎处处稠密且为[ 0, 1] 2的开集;由引理 1可得, dim ( A )= 2, a. s.� 定理得证.利用集的乘积的 Pack�
ing 维数和 Hausdo rff维数关系, 推导出可加布朗运动沿坐标方向增量�快点 集的 Packing 维数,即

定理 4 � 设 T > 0, 0 ∃ �0< 1, BT (�0)如式(2)所示,则 dim ( BT ( �0 ) )= N, a. s.�
证明 � 仅对 N= 2的情况给予证明, N > 2的情况类似可得.由于

BT (�0) = (0, T ] ( { s2 ∀ (0, T ] # lim
/ / /

h % 0

| B2( s2 + h) - B2( s2) |
�( h)

& �0 } ,

对于  E, F !Rd [ 10]
,有

dim( E) + dim( F) ∃ dim( E ( F ) ∃ dim( E ) + dim ( F) .

若 B= { B( t ) # t ∀ R+ }为布朗运动[ 11]
, 则对  �0 ∀ [ 0, 1) , 有 dim { s ∀ (0, T ] # lim

/ / /

h % 0

| B ( s+ h)- B ( s) |
�( h)

&

�0 }= 1, a. s.�

� � 综上所述, 可得 dim( B T ( �0 ) ) &dim( ( 0, T ] )+ dim { s2 ∀ ( 0, T ] # lim
/ / /

h % 0

| B2( s2+ h)- B2( s2) |

�( h)
&�0 }=

2.定理得证.
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Abstract: � The mult ifractal analysis for the sample paths of additive Brow nian motion is discussed in this paper . The

Packing dimension of � fast po int sets determ ined by the lo ca l increment and by the incerment in the direction of coo rdi�

nate for additive Brow nian mo tion ar e obta ined respectively by means o f constr ucting a limsup random set and the r elation

betw een Packing dimension and Hausdo rff dimension of the Product sets.
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