
� 第 31卷 � 第 4期 华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) Vo l. 31 � No . 4 �

� 2010 年 7 月 Journal of H uaqiao University ( Natur al Science) Jul. 2010 �

� 文章编号: � 1000�5013( 2010) 04�0476�04

单位圆上调和拟共形映照的复特征估计

朱剑峰
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摘要 : � 设 f ( x ) = exp[ i�( x ) ]为单位圆周�D到自身上的保向同胚映照, w = P[ f ] ( z )是单位圆 D 到自身上的

单叶调和函数, f ( x )为边界值 研究边界函数 f ( x ) , 得到 J w 的一个良好估计.当 w 为调和拟共形映照时, 对

其复特征|
� w
� w

| 进行估计.
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单叶调和函数与单叶函数论、调和分析、拟共形映照理论都有密切的联系. 近年来,对单位圆上单叶

调和函数的研究非常活跃,特别是 w= P[ f ] ( z )在何种条件下成为调和拟共形映照,有很深入的研究.

文[ 1�3]给出了 w= P [ f ] ( z )成为调和拟共形映照的充要条件, 但对其复特征模的估计没有涉及;文[ 4�
7]研究了 w 为调和 k�拟共形映照的的一些相关性质;文[ 8�9]估计了两类单叶调和映照的偏差估计.本

文研究 w 的边界函数,给出 w 为拟共形映照时其偏导数及复特征模的估计.

1 � 基本假定

以下不另做声明,均假设 f ( x )= exp[ i�( x ) ] .定义w= u+ iv 为平面区域 � 上的单叶调和函数 若
�为单连通区域,则存在 h( z ) , g( z )为 �上的解析函数,使得 w = h+ !g.

记 a( z ) =
g�( z )
h�( z ) , z  �, 由 Lew y 定理可知, J w= | h�( z ) | 2- | g�( z ) | 2 > 0.如果存在 k< 1,使得对于

任意的 z  �有sup
z  �

| a( z ) | ! k< 1 那么,称 w 为 � 上的调和 k�拟共形映照.

假设, 泊松积分核 p ( r , x-  )=
1- r

2

2!(1- 2rcos( x-  )+ r
2
)
 对于单位圆周�D 上的保向同胚映照 f ,

可令

w = P[ f ] ( z ) = ∀
2!

0
p ( r, x -  ) f ( x )dx , � � z = rexp( i )  D, (1)

则由 Lew y定理可知, w= P [ f ] ( z )是单位圆 D内的单叶调和函数.

令 f ( x )= exp[ i�( x ) ] , x  R,满足 f ( x # 2!)= exp[ i�( x # 2!) ] = f ( x ) . 如果 �( x )在区间[ 0, 2!]绝

对连续,则对于几乎所有的 x  [ 0, 2!] , 有

f �( x ) = i��( x ) exp[ i�( x ) ] , � � | f �( x ) |
2
= ��( x ) 2

.

2 � 主要结果及其证明

考虑到 J w 与| �w | , | �w |及复特征|
�w
�w |之间的关系,给出如下两个引理.
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� � 引理 1 � 假设, w= P[ f ] ( z )为单位圆 D 到自身上的单叶调和映照, 满足 w ( 0)= 0. 如果| f�( x ) | =

��( x ) ∃B, ∀x  [ 0, 2!] ,则对于任意的 z= rexp( i )  D,有 J w ( z ) ∃ B
2
 其中, B为正常数.

证明 � 设 w= P[ f ] ( z ) = u+ iv, 则由式(1)可知,对于任意的 z= rexp( i�)  D, 有

u( r exp( i ) ) = ∀
2!

0
p ( r , x -  ) cos �( x )dx ,

v( rexp( i ) ) = ∀
2!

0
p ( r , x -  ) sin �( x ) dx ,

而且有

� w ( rexp( i ) ) = ∀
2!

0
f �( x ) p ( r ,  - x ) dx , (2)

� rw ( r exp( i ) ) = ∀
2!

0
f �( x ) sin( x -  ) p ( r ,  - x ) dx . (3)

由文[ 2]的定理可知,极限 lim
r% 1

-
� w ( r exp( i�) )几乎处处存在,且有

lim
r% 1-

� w ( z ) = f �(  ) = i��(  ) exp( i�(  ) ) 

于是,有

lim
r% 1

-
u ( z ) = - ��(  ) sin �(  ) , � � lim

r % 1
-
v  ( z ) = ��(  ) cos �(  ) .

注意到 u( exp( i ) ) = cos �(  )及 v ( exp( i ) )= sin �(  ) , 所以有

lim
z % exp( i )

J w ( z ) = lim
r% 1

-

1
r
( u rv  - u v r ) = lim

r% 1
- (

u( exp( i�) ) - u( rexp( i�) )
1 - r ) ( ��(  ) cos �(  ) ) +

lim
r% 1-

( v ( expi�) ) - v ( r exp( i�) )
1 - r ) ( ��(  ) sin �(  ) ) = lim

r% 1-∀
2!

0
K ( x ,  ) ( p ( r ,  - x )

1 - r ) dx . (4)

式(4)中, K ( x ,  )= ��(  )- ��(  ) co s( �(  )- �( x ) ) ∃0.因为有

p ( r ,  - x )
1 - r

=
1 + r

2!(1 + r
2
- 2rcos(  - x ) )

∃ 1
( 1+ r )2!

∃ 1
4!

,

所以,利用 w ( 0)= 0,可得到

lim
r% 1-∀

2!

0
K ( x ,  ) p ( r ,  - x )

1 - r
dx ∃

lim
r% 1

-∀
2!

0
��(  ) [ 1- cos( �(  ) - �( x ) ) ]

1
4!

dx = ∀
2!

0
��(  ) 1

4!
dx ∃ B

2
.

即 lim
z % exp( i )

J w ( z ) ∃B
2
 由 h�( z )及 g�( z )的解析性可知, | J w ( z ) | = | h�( z ) | 2- | g�( z ) | 2 ∃B

2
.

另一方面, 如果| f �( x ) | ! A ,则有如下引理.

引理 2 � 设 w= P [ f ] ( z )为单位圆 D 到自身上的调和映照,满足 w (0) = 0. 如果| f �( x ) | = ��( x ) !

A, 则对于任意的 z  D,有 J w ( z ) ! !
2
A

3

4
.

证明 � 由式(4)可知

lim
z% exp( i )

J w ( z ) = lim
r % 1

-

1
r
( u rv  - u v r ) = lim

r% 1
-∀

2!

0
K ( x ,  ) (

p ( r,  - x )
1 - r ) dx =

lim
r % 1-∀

2!

0
2��(  ) sin 2 ( �(  ) - �( x )

2 ) ( p ( r ,  - x )
1- r ) dx =

lim
r% 1-∀

!

0
2��(  ) sin 2

(
�(  ) - �(  - x )

2 ) (
p ( r, x )
1 - r ) dx +

lim
r% 1-∀

!

0
2��(  ) sin 2

(
�(  ) - �(  + x )

2 ) (
p ( r , x )
1- r ) dx .

当 0 ! x ! !时, sin (
x
2
) ∃(

x
!
) ,所以有

p ( r , x )
1- r

=
1
2!

1 + r
(1- r )

2
+ 4r sin2

( x / 2)
! 1+ r

2!
!2

4rx 2 .
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利用不等式 sin 2
x ! x

2
, ∀x  R及| �( x )- �( y ) | = | ��(∀) ( x- y ) | ! A | x- y | ,可得到

lim
z % exp( i )

J w ( z ) ! lim
r % 1-

2��(  )∀
!

0(
�(  ) - �( - x )

2 )
2 1 + r

2!
!

2

4rx
2dx +

lim
r% 1-

2��(  )∀
!

0
(
�(  ) - �(  + x )

2 )
2 1 + r

2!
!2

4rx 2 dx ! 4A lim
r% 1-∀

!

0

A
2
x

2

4
1 + r
2!

!2

4rx 2 dx =
!2 A 3

4
.

所以, ∀z  D, J w ( z ) ! !
2
A

3

4
.

有了引理 1, 引理 2, 下面证明两个主要结果.

定理 1 � 假设 f ( x )= exp( i�( x ) )为单位圆周�D 到自身上的同胚映照, f ( x )满足如下 3个条件:

( &) ess sup
x
��( x ) ! A < + ∋ ; ( () ess inf

x
��( x ) ∃B> 0; ( )) 对于任意的 z= r exp( i )  D, 则有

ess sup
  R

1
!

∗ ∀
!

0

f �(  + x )- f �(  - x )
tg( x / 2)

dx ! M , w = p [ f ] ( z )为 D 上的 k�调和拟共形映照, 且 k !

1-
2B

( A+ M)
2 .

证明 � 由式(2) , (3)可得

lim
r % 1-

� w ( r exp( i ) ) = f �(  ) = i��(  ) exp( i�(  ) ) ,

且 � rw ( r exp( i ) ) =
- 2
1 - r

2∀
2!

0
f �( x ) sin( x -  ) p ( r ,  - x ) dx =

- 2
1- r

2∀
!

0
( f �(  + x ) - f �(  - x ) ) sin xp ( r , x )dx =

- 1
!∀

!

0

f �(  + x ) - f �(  - x )
tg( x / 2)

tg( x / 2) sin x
(1 - r)

2
+ 4r sin2 ( x / 2)

dx .

所以,有

lim
r% 1-

| � w ( r exp( i ) ) | ! A ,

lim
r% 1-

| � w ( r exp( i ) ) | = lim
r% 1-

1
!∀

!

0

f �(  + x ) - f �(  - x )
tg ( x / 2)

dx ! M.

由 h�( r exp( i ) ) = exp( - i )
2

� rw - i
� w
r

,可得

lim
r% 1

-
| h�( z ) | ! 1

2
lim
r % 1

-
| � rw | +

| � w |

r
! A + M

2
,

故| h�( z ) | ! A + M
2

, ∀z  D.

由引理 1可知, J w = | h�( z ) | 2 - | g�( z ) | 2 ∃B
2
, 所以, 有

g�( z )
h�( z )

2

! 1- B
2| h�( z ) | 2

! 1- 2B
(A + M )

2 .

即 w= p [ f ] ( z )为 k�调和拟共形映照且 k ! 1- 2B
(A + M )

2 .证毕.

对于定理 1中的 3个条件,文[ 1]已证明了 w 具有拟共形的性质, 也就是说,条件( & ) , ( () , ( ))

是 w 为调和拟共形映照的充要条件.但是,文[ 1]中没有涉及到对| h�( z ) |及一些相应量的估计. 针对以

上一些量的估计,进一步的研究得到如下的定理.

定理 2 � 设 w= p [ f ] ( z )为单位圆 D 到自身上的 k�调和拟共形映照,满足 w (0) = 0, 则对于任意的

z= r exp( i )  D, h�( z ) | ! !
2
A

3

4(1- k
2
)
,且有

1
! ∀

!

0

f �(  + x ) - f �( - x )
tg( x / 2)

dx ! 1 + k
2

1 - k
2
!2

A
3

2
- B

2
.

其中, A = K
3K
2
5( K- 1

K
) / 2

, B=
2
5( 1- K

2
) / 2

( K
2
+ K - 1)

K , K =
1+ k
1- k

.

证明 � 因为 w= p [ f ] ( z )为 k�调和拟共形映照,故有 ess sup
z = rexp( i )  D

g�( z )
h�( z ) ! k< 1 因此, J w ( z )=
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| h�( z ) | 2- | g�( z ) | 2 = | h�| 2 1-
g�
h�

2

∃| h�| 2( 1- k
2
) .由文[ 4]的定理可知

B =
2
5( 1- K

2
) / 2

( K
2
+ K - 1)

K ! | f �( x ) | ! K
3K 2

5( K- 1
K
) / 2

= A 

式中, K =
1+ k
1- k

> 1. 利用引理 2 可得, J w ( z ) ! !
2
A

3

4
, 即 | h� | 2 ! !2 A 3

4(1- k
2
)
. 因为 h� ( rexp ( i ) ) =

exp(- i )
2

� rw - i
�  w
r

, g�( r exp( i ) )= exp( i )
2

� rw + i
� w
r

,故可得

| h�( z ) |
2
+ | g�( z ) |

2
=

1
2

| � w | +
| � w |

2

r
2 .

� � 再利用| h�( z ) | 2+ | g�( z ) | 2 ! | h�( z ) | 2(1+ k
2
) ! 1+ k

2

( 1- k
2
)
!2

A
3

4
及 lim

r% 1-
� w ( r exp( i ) ) = f �(  ) ,可得

lim
r% 1-

| �  w ( rexp( i ) ) | =
1
!∀

!

0

f �(  + x ) - f �(  - x )
tg( x / 2)

dx ! 1+ k
2

1- k
2
!
2
A

3

2
- B

2
.

证毕.
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Estimate for the Dilatation of Harmonic Quasiconformal

Mappings in the Unit Disk

ZHU Jian�feng

( S chool of Mathem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � Let f ( x )= exp( i�( x ) ) be a sense�preserv ing homeomo rphism of the unit disk, w = P[ f ] ( z ) be a harmonic

mapping o f the unit disk onto itself w ith boundary values f ( x ) . In t his a rticle, by study ing the boundor y funct ion f ( x ) ,

we obtain a good estimate fo r J w . If w is a harmonic quasiconfo rmal mapping, the complex dilatation o f w .

Keywords: � harmonic mapping ; quasiconfo rmal mapping; dilatation; distor tion estimate
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