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摘要: � 利用 ABAQUS 软件中的自定义单元接口,采用 For tran 语言开发弹性地基 T imoshenko 梁单元程序.

通过与经典解的比较, 验证所编弹性地基 T imoshenko梁单元程序的准确性. 该单元不仅考虑了地基弹簧受

拉脱开的特点,而且还考虑了曲形梁单元内结点不在一条直线上的特点. 采用所编写弹性地基梁单元分析青

草沙原水过江输水工程,计算规律与已建类似工程实测结果相同.
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在地下结构的计算领域, 已有许多用于考虑结构�土体相互作用的计算方法, 但是荷载结构法仍是

目前使用最广泛的一种方法. 为了在研究周围地层对结构的约束作用及地层对地下结构的反作用力时

考虑地下结构变形, 将Winker弹性地基理论引入到荷载结构法中
[ 1]

.同时,提出弹性地基上的 T imosh�
enko 梁,以考虑横向剪切变形对厚梁的影响.目前,大量商品化软件如 MARC, SAP 等均包含弹性地基

梁单元,但均没有考虑地基弹簧在受拉时的脱开情况. ANSYS, ABAQU S 等大型通用有限元法计算分

析软件中未包括弹性地基梁单元, 只能通过在梁单元结点上加弹簧单元来近似模拟弹性地基的作

用
[ 2�3]

.这种做法只能在梁单元足够小的情况下,才能近似等价于弹性地基作用
[ 4]
. 本文以 ABAQU S软

件为平台,开发基于Winker 地基理论与 T imoshenko 梁理论的地基梁单元.

1 � Timoshenko梁单元刚度阵与荷载阵

设一 T imoshenko 梁的弯曲刚度为 EI , 剪切刚度为 S,压缩刚度为 E A, 长度为 L , 梁上有侧向分布

荷载 q( x ) ,径向集中力 P i ,集中力偶 M j , 轴向集中力 Fk� 因此,其总势能 [ 5]为
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式(1)中: 第 2项为梁的剪切变形能;剪切刚度 S=
GA
!

; G 为剪切模量; A 为截面积; !为校正因子,可根

据截面的具体情况确定.

Timoshenko 梁单元的基本特点是挠度 �、轴向压缩量 u和截面转动 各自独立插值.即
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式(2)中: n为单元的结点数; N i 是 Lag range插值多项式. 将式( 2)代入式( 1)中,由 ∀�= 0可以得到有
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限元的求解方程为

KU = P� (3)
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2 � 弹性地基梁

弹性地基上,梁在荷载作用下产生变形的同时,地基土也产生了变形. 根据弹性地基的局部变形理

论,地基土对地基梁的反力集度 Pd 与地基梁的挠度 �间的关系为

P d = kd�. (4)

式(4)中: kd为地基反力系数.为了考虑地基弹簧受拉脱开, 假定梁的挠度值为负值, kd = 0.考虑地基土

的应变能后,弹性地基梁的总势能比梁的总势能多出一项[ 6]
,即
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式(5)中: b为梁截面的宽度� 由式(2)可得

�= BdU� (6)

式(6)中: Bd= [ Bd, 1 , !, Bd, n ] ; Bd, i= [ N i , 0, 0] .将式( 6)代入式(5) ,取极值即可得单元刚度阵中地基刚

度附加项 K
e
d 为
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� � 单元的总刚度阵 !K e 由梁单元刚度阵K
e
和地基刚度阵 K

e
d 两部分叠加而成,即
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d . (8)

梁单元内力计算方程为
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式(9)中: N 为轴力; Q为剪力; M 为弯矩.

3 � 整体坐标系下的刚度阵

假定单元的方向在整体坐标系下的方向角为 %� 以单元内任意一点 i为例,有

U i = &iUi, gol, (10)

式(10)中: Ui 局部坐标系下第 i 点坐标; &i 为坐标转换矩阵, &i=

sin % cos % 0

cos % - sin % 0

0 0 0

; Ui, gol整体坐标系

下第 i点坐标, Ui, gol= [ x i , y i ,  i ]
T

.结合式( 3) , ( 10) ,可得

K
e
gol = �

l

0
B

T
i, golDBi, goldl , (11)

式(11)中: Bi, gol= [ Bi, gol , !, Bn, gol ] , Bi, gol= Bi&i .结合式(6) , (7)可得
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式(12)中: Bd, gol= [ Bd, 1, gol , !, Bd, n, gol ] , Bd, i, gol= Bd, i&i .整体坐标系下,弹性地基梁单元刚度矩阵为

!K e, gol = K
e
gol + K

e
d, gol. (13)

� � 当由前处理所得梁单元的内部结点位于梁单元两端结点的连线上,且内部结点为梁单元的均分点

时,由局部坐标与整体坐标的转换关系可得
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� � 在实际工程中, 特别是以曲梁形式存在的盾构隧道管片,由前处理软件所得梁单元内部结点位于梁

两端结点连线之外� 针对这种情况,式(14)应为
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式(15)中: k 为单元在整体坐标系下的斜率� 当 k= ∃ 时,有
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结合式(13)~ ( 16) , 可以得到在整体坐标系下单元刚度矩阵的表达式.

在数值积分中, 若采用精确积分计算剪切变形能项,当梁很薄的情况下,约束条件 ∃= ( d�/ dx )� 不
可能在梁单元上处处满足.采用精确积分计算剪切变形能项,将过分夸大剪切应变能的量级而造成剪切

锁死.为了避免剪切锁死,对剪切变形项采用缩减积分计算[ 7 ] .

4 � 程序编制

ABAQU S提供用户单元接口子程序 U EL, 用户通过自定义 U EL 接口与求解器 Standard的接口

实现数据传递. UEL 有其固定的书写格式与规范,与主程序共享的变量必须在子程序开关予以定义,而

主程序通过 ABAQU S输入文件( . inp)中的关键字% element, type= Un&来判断是否使用自定义单元.

依据 ABAQUS 软件二次开发的约定, 用户单元子程序 U EL 应至少包括 5 部分 [ 8] , 分别为:

ABAQU S约定的子程序题名说明、ABAQUS 定义的参数声明表、用户自定义的局部变量声明表、用户

编写的程序代码段和子程序返回与结束语句等. 在 UEL 中, 用户需要给出单元的结点数目、结点自由

度、材料参数,通过主程序传送给 UEL 的结点位移及结点位移增量更新单元应力, 并最终将单元刚度

矩阵( AMA TRX)及单元不平衡力矩阵( RHS)提供给 ABAQUS 主程序进行迭代求解.

4. 1 � 程序流程
ABAQU S主程序进行迭代求解有如下 8个步骤�
( 1) 计算坐标转换矩阵 &i�
(2) 计算高斯积分点数与高斯积分点坐标.对于 n结点 T imensheno 梁、轴力项、弯矩项刚度,可由

n- 1个高斯积分点精确求解;剪切项刚度需要 n个高斯积分点才能精确求解� 但为了避免剪切锁死的
发生,剪切项刚度在计算中也采用 n- 1个高斯积分点积分�

( 3) 计算形函数矩阵,并由式( 14) ~ ( 16)计算积分系数�
( 4) 由式( 11)计算整体坐标系下梁单元的单元刚度矩阵�
( 5) 由式( 9)计算积分点处的轴力、剪力、弯矩�
( 6) 将主程序传入的位移值代入式( 2) , ( 10) , 计算地基梁单元在积分点处的挠度值� 如计算挠度

值为负值,则取此积分点处的地基刚度为零, 再由式( 12)计算地基对梁单元的附加刚度矩阵�
( 7) 由式( 13)计算地基梁单元的整体刚度矩阵�
( 8) 计算单元的残余力,并判断收敛.如果不收敛,返回 ABAQUS 主程序进行第 i+ 1次迭代� 主

程序将根据 UEL 子程序第 i次迭代所得到的单元刚度矩阵与残余力项, 计算位移增量与总位移量,然

后跳到第(1)步进行 U EL 的第 i+ 1次迭代计算.

4. 2 � 程序验证

梁荷载和弹性地基梁竖向位移图, 分别如图 1, 2所示. 两端自由的弹性地基梁参数: 长度 l为 10

m,宽度 b为 0. 5 m, 高度 h为 0. 5 m,梁身的弹性模量为 10. 0 GPa,剪切模量为 5. 0 GPa,地基的刚度系

数 K 为 4. 0 GN ∀ m- 3 .求梁截面 A, B和 C 的弯矩与挠度[ 9] .

采用自编弹性地基梁单元计算,将梁划分为 20个 3结点地基梁单元. 计算过程中,可得到每个单元

内积分点处的弯矩、剪力、轴力.将积分点处的内力值外推, 可以得到单元结点处的内力值.

弯矩和挠度的理论解与数值解的对比,如表 1所示. 表1中: �th , M th分别为弯矩, 挠度的理论解; �c,
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图 1 � 梁荷载示意图 图 2 � 弹性地基梁竖向位移图

� � � � F ig. 1� Loads on the beam � � � � F ig. 2� Ver tical displacement o f the elastic foundation beam

M c 分别为弯矩,挠度的数值解; (为相对误差� 由表 1可知, 理论解与数值解相差较小,该误差可能

表 1 � 弯矩和挠度的理论解与数值解的对比

T ab. 1� Compar ison of bending moment and deflection

betw een analy tical so lution and numerical so lution

截面
弯矩

M c/ kN ∀ m � M th / kN∀ m � )/ %

挠度

�c/∗m � �th /∗m � )/ %
A 7. 17 7. 25 1. 10 35. 1 36. 2 3. 04

B 6. 96 7. 03 1. 00 34. 6 35. 2 1. 70

C 7. 10 7. 25 2. 07 35. 0 36. 2 3. 31

源于有限元数值计算中网格的划

分、迭代收敛判断准则,以及其他诸

多综合因素的影响. 由此可见,编制

的有限元程序是可靠的.

5 � 工程实例计算

青草沙原水过江隧洞工程位于

上海长江隧道下游约 80 m 处, 浦

东侧越江点在五号沟,长兴岛越江点在该岛新开河附近,全长 7. 23 km. 越江输水管道采用全断面隧道

掘进机( T BM )施工,有压输水, 设计为圆形断面, 衬砌结构外直径为 6. 8 m, 管片厚为 480 mm. 考虑冲

刷后上部垂直水土压力为 439. 1 kPa,上部水平土压力为 313. 0 kPa,下部水平土压力为 375. 0 kPa,隧

道内水压力为 404. 1 kPa.隧道周围地层的地基刚度系数为 10. 0 MN ∀ m- 3 .采用 3 根弹簧分别模拟接

头的抗弯、抗压与抗剪性能,其刚度系数分别为 500 ( MN ∀m) ∀ rad- 1 , 5. 0 TN ∀ m- 1 , 0. 5 TN ∀ m- 1 .

计算采用三结点 Timeshenko 地基梁. 为简化计算,在建立地基梁模型的同时也建立三结点 T ime�
shenko梁模型� 此梁模型与地基梁模型共结点且结点编号一致, 但单元编号不同.将地基梁上的荷载

施加到共结点的梁上,取共结点梁单元弹性模量为一极小数� 此时, 梁单元的存在将简化荷载的施加且

对计算结果无影响. 由于梁单元结点与地基梁单元共结点,因此, ABAQU S 后处理中梁单元的位移场

图 3 � 衬砌变位矢量图

F ig. 3� Displacement vecto r

diagr am of lining

即为地基梁单元的位移场.

衬砌变位矢量图,如图 3 所示. 在外周水土压力与内水压力的联合作

用下, 衬砌结构竖直方向内缩, 最大压缩量为 2. 4 mm; 水平方向伸长,最大

伸长量为 2. 2 mm.衬砌结构的形状由原先的圆形变成扁平的椭圆形.

衬砌截面的弯矩、轴力和剪力图,如图 4~ 6所示� 从图 4~ 6可知, 管

片弯矩的峰值出现在管顶、管底和两腰, 其管顶、管底为正值, 两腰弯矩为

负值. 最大正弯矩位于管顶处, 其值为 102. 7 kN ∀ m;最大负弯矩位于管腰

处,其值为- 95. 3 kN ∀ m. 设轴力以受拉为正, 受压为负.管片大部分截面

受压,轴压值管顶、管底小,而管腰大.轴压最大值位于管腰处, 其最大轴压

值为 150. 8 kN; 管顶部分截面受拉, 最大轴拉值为- 34. 6 kN.设剪力以截面呈顺时针转动为正,反之为

负,剪力最大值为 68. 3 kN,剪力最小值为- 59. 7 kN.

图 4 � 衬砌截面弯矩图 � � � � � � � 图 5 � 衬砌截面轴力图 � � � � � � � 图 6 � 衬砌截面剪力图

Fig. 4� Moment o f lining section � � Fig . 5 � Ax ial fo rce of lining section � � F ig . 6� Shear fo rce of lining section
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6 � 结束语

针对绝大多数商品化软件不能考虑弹性地基梁在受拉时地基弹簧脱开的不足, 基于 ABAQUS 软

件平台开发了弹性地基 T imeshenko梁单元.该单元不仅考虑了地基弹簧受拉脱开的特点, 而且还考虑

了曲形梁单元内结点不在一条直线上的特点.采用所编写弹性地基梁单元分析青草沙原水过江输水工

程,计算规律与已建类似工程实测结果相同� 研究结果表明,所编写的弹性地基梁单元精度高, 可供实

际工程计算应用.
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Application of Elastic Foundation Timoshenko

Beam Element in ABAQUS
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Abstract: � Using the user defined element interface in ABAQUS, the elastic foundation T imoshenko beam element is de�

veloped w ith Fo rtr an language. Comparing w ith classic analytica l so lution, the r esult indicates t hat the accuracy o f the el�

ement is high enough. T hat element no t only consider s the separation o f the foundation spr ing under tension, but also

considers the internal node of curv e beam element is not on the line o f tw o end nodes. U sing the elastic foundation beam

element , the Q ingcaosha riv er�cro ss wat er div ersion pr oject is analyzed, the results ag rees w ith the measur ed data of simi�

lar pro jects.

Keywords: � elastic foundation; T imoshenko beam; ABAQUS; element subroutine
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