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铣削加工表面轮廓的几何分形特征
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摘要: � 将分形几何学运用于铣削表面的形貌研究,分别采用结构函数法和重标极差分析法, 计算出不同铣削

表面的分形维数 D 和垂直尺度因子 G .根据计算结果,运用改进 Weier st rass�Mandelbrot 分形函数模拟仿真

出相应的表面轮廓,并画出实测表面轮廓和模拟表面轮廓的高度归一化概率密度分布图.试验结果表明 ,铣削

表面轮廓分形维数 D、垂直尺度因子 G 随着表面粗糙度的增加而降低; 仿真出的表面轮廓和实测表面轮廓具

有相同的高度归一化的概率密度分布,并能更加真实地反映出表面轮廓的细微结构.
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随着几何分形学的发展和成熟,分形理论被广泛用于加工和磨损表面的形貌和粗糙度研究.它的引

入为解决难以处理和准确表达的复杂表面形貌问题,提供了新的途径.相关文献表明 [ 1�6] ,表面形貌具有

统计自相似和自仿射的分形特征. 因此,从理论上讲是可以通过轮廓曲线的分形维数和形貌系数来表征

加工表面的. El�Sonbaty 等[ 7]用关联维数仿真的铣削加工表面的轮廓, 与实测表面轮廓有着很好的吻合

性� 朱华等[ 8]运用形貌系数或特征粗糙度参数 R
*
a 来唯一表征粗糙表面, 比单独运用分形维数 D 和垂

直尺度系数G 更能敏感地反映表面粗糙度地变化.本文运用结构函数法和重标极差分析法[ 9�11] , 求出加

工表面轮廓的分形参数, 代入 Weierst rass�Mandelbrot ( W�M )分形轮廓仿真函数,绘制相应的表面轮

廓,并与实测表面轮廓进行比较.

1 � 铣削加工表面轮廓的分形现象

1. 1 � 分形证明

机械加工表面的微观显示出统计自相似性和自仿射性,据此,在不同的放大倍数下可以看到表面不

断出现的相似结构� 即当测量尺度减小时,可以看到更加精细的微观结构.换言之, 机械加工表面具有

明显的分形现象.

铣削试验中,试件实测表面轮廓在不同取样长度内的形貌, 如图 1所示� 图 1中: Z( x )为轮廓高度

值; N 为采样数据点� 由图 1 可知,当铣削表面轮廓的分辨率不断提高(或者说观察尺度逐渐减小)时,

可以看到轮廓表面会重复显现一定的微观精细结构.因此, 铣削加工表面轮廓确实存在分形现象.

根据 Lyanpunov分形指数( �)的大小,也可以判断轮廓表面是否存在分形 [ 12] .具体过程如下:将由

粗糙表面轮廓测量仪所测的轮廓高度值 Z( x )当作一维时间序列,然后将该时间序列输入到求解 Lyan�
punov指数的有关程序,得到 Lyanpunov 指数谱,如图 2所示� 图 2中: �为时延步长� 根据图 2,可计

算出平均 Lyanpunov 指数 �av= 4. 717 3> 0, 由此可证明,铣削加工零件表面轮廓存在明显的分形现象.

再者,通过相空间重构动力学系统的奇异吸引子, 也可辨识系统是否存在分形. 如果系统具有分形

性质,其最终运动归宿集中在奇怪吸引子上� 在吸引域之外,系统运动不断向�吸引子 靠拢; 而在吸引

域之内,由于对初始条件的敏感依赖性,系统运动的轨道间互相排斥、折叠,充满了整个吸引域却又永不
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重复. 具体过程如下:对所测表面轮廓数据时间序列 Z( x )进行重构,通过观察重构的相空间轨迹是否存

在奇异吸引子, 若存在,则说明系统存在分形.铣削表面轮廓的相空间重构伪相图,如图 3所示� 从图 3

可知,铣削表面轮廓的相空间重构伪相图呈现一定的形状和轨迹.因此, 铣削表面轮廓再一次被证明具

有分形现象.

� ( a) 原始图 � ( b) 放大 4 倍

� � ( c) 放大 16 倍 ( d) 放大 64倍

图 1 � 铣削加工表面轮廓的自相似性和仿射性

Fig . 1 � Self�similar ity and self�affinity of the milled sur face pro flie

图 2� 铣削表面轮廓 Lyanpunov指数图 图 3� 相空间重构图 � �

� � Fig. 2� Lyapunov exponents diagr am Fig . 3 � Graph o f reconstructed phase space

o f milled surface prof ile �

1. 2 � 分形维数和垂直尺度的物理含义

铣削加工表面有着这样的特性:表面上幅值比较大的峰, 其波长一般比幅值小的波峰要长; 对于波

谷也有同样的现象. 因此,加工表面分形维数表达了表面所具有的复杂结构的多少和结构的微细程度,

以及微细结构在整个表面中所占能量的相对大小.分形维数越大,表面中非规则的结构就越多, 结构越

精细,而精细结构所具有的能量相对越大.
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依据Weier st rass�Mandelbort ( W�M )分形函数,加工表面轮廓 [ 7]可表示为

Z( x ) = L (
G
L

)
D- 1 !

n
max

n= 0

cos(2 !n
x / L )

!
( 2- D) n � (1)

式(1)中: L 为表面轮廓采样长度; x 是采样长度在 x 上的坐标;!为大于 1的常数, 取 1. 5为适宜的[ 10]
,

且空间频率的模 !n= 1/ L ,决定了轮廓的功率谱. 式(1)为改进后的分形几何中的 W�M 函数, 具有不可

微、连续和自仿射性,而这正符合粗糙表面轮廓的数学特性.

若将轮廓高度值 Z( x )归一化后,式(1)可改写为

Z( x∀) = A
D- 1 !

nmax

n= 0

cos(2 !n
x∀)

!( 2- D) n � (2)

式(2)中: 归一化后的高度值 Z( x∀)= Z( x )
L

;采样坐标长度的归一化值 x∀= x
L

; 特征长度系数 A =
G
L

.

分形函数增量(或称轮廓高度差) Z( x + �)∀- Z( x∀)服从期望为零的独立高斯分布,其方差为

E[ Z( x + �)∀- Z( x∀) ] 2
= (

2C1

4 - 2D
) sin[

 
2

(2D - 3) ] ∀(2D - 3) | �|
4- 2D� (3)

式(3)中: D是函数Z ( x )的分形维数; C1 是一个常数; 函数 ∀ ( x ) = #
∃

0
u

x- 1 exp - udu� 式(3)可以理解

为将点( x+ �, z ( x+ �) )和点( x , z ( x ) )连接起来的线段,有一个有限的均方差斜率.若当 �= H 时, 正好

能使这条具有统计值为 1的斜率[ 13] 关系式为

E[ z ( x + �) - z ( x ) ]
2
/ H

2
= 1� (4)

式(4)中: H 就是 z ( x )的一个特征性的参数.式( 4)可以改为

(
2C1

4- 2D
) sin[

 
2

( 2D - 3) ] ∀ (2D - 3) = H
2D- 2� (5)

� � 将式(5)代入式(4) , 可得

E [ Z( x + �) - Z( x ) ]
2

= H
2D- 2

| �|
4- 2D� (6)

� � 对于W�M 函数,根据功率谱函数式,可以得到该函数的方差的期望为

E[ Z( x + �) - Z( x ) ]
2
= ∀( x ) = #

∃

- ∃
S( #) ( exp( i#�) d#=

(
A

2( D- 1)

4- 2D ln !
) sin[

 
2

( 2D - 3) ] ∀( 2D - 3) | �|
4- 2D� (7)

比较式(6) , (7) ,可得

H = BA� (8)

式(8)中, B= [ ∀( 2D- 3) sin
 
2

(2D- 3) ]
1

2D- 2
� 从式( 8)可看出, 特征长度 A 是表面轮廓上沿 x 方向

上的某段长度, 它能使轮廓的方差的期望值具有统计值为 1的性质
[ 13]

.

2 � 分形维数的计算方法

2. 1 � 结构函数法

将铣削表面轮廓曲线看成一时间序列 Z( x ) , 由于其分形特性,使得该时间序列的采样数据的结构

函数满足

S(�) = [ Z( x + �) - Z( x ) ]
2

= C�
4- 2D

= G
2D- 2
�
4- 2D� (9)

式(9)中: [ Z( x+ �)- Z( x ) ]
2
为差方的算术平均值; �为数据间隔的任意选择值; G 为铣削表面轮廓的

垂直尺度系数; D为轮廓曲线的分形维数.从式( 9)还可看出,结构函数 S( �)与数据间隔成幂指数关系.

针对若干尺度 �对轮廓曲线的离散信号,计算出相应的 S( �) , 然后画出双对数 lo g S - log �图,如

图 4( a)所示.通过最小二乘法线性拟合出直线段,得到其斜率 k 和截距 b. 即有

D = 2- k/ 2, � � G = exp[ b/ 2(D - 1) ]� (10)

� � 由式(10)可知, 分形维数 D 和垂直尺度系数G 是独立于数据间隔 �的,而且垂直尺度系数 G 与分
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形维数有关� 这就说明了,分形轮廓主要取决于分形维数 D,而两分形参数(D, G)可以表征铣削加工粗

糙表面的固有本质规律. 因此,该两分形参数可以完全表征铣削加工表面轮廓形状, 具体的表面轮廓可

由 D, G 分形参数值代到式(1)得到.

2. 2 � 重标极差分析法

表面轮廓曲线可以用一维布朗函数来描述,它具有自放射性,其分维数 D为

D = 2 - H� (11)

式(11)中: H 为 Hurst 指数.计算 H 可用重标极差( R/ S)分析方法求出, 具体算法如下: (1) 对轮廓曲

线进行离散化{ Z i }
N
i= 1 ,为采样间隔, 则其均值、累计离差、极差和标准差的计算式分别为

( EZ ) � =
1
� !

�

i= 1
Zi ,

X ( i , �) = !
i

k= 1
[ Zi - (EZ ) t ] , � � 1 % i % �,

R( �) = max
1 % i % �

X ( i, �) - max
1 % i % �

X ( i, �) ,

S( �) = {
1
� !

�

i = 1

[ Z i - ( EZ ) t ]
2
}�

R(�) / S( �)与 �
H
的关系为

R(�) / S (�) & �- H
= C� (12)

式(12)中: C为常数� 计算出{�, R (�) / S( �) }的值,在双对数坐标系{ ln �, ln R( �) / S (�) }中用最小二乘

法拟合,如图 4(b)所示� 由图 4( b)得到直线段斜率 H ,并通过计算得到轮廓曲线的分维数.

� � ( a) 结构函数法 � � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) 重标极差法

图 4 � 表面轮廓的双对数图

F ig. 4� log�lo g g raph of surface pr ofile

3 � 粗糙度与分形参数的关系

对于式(1)的W�M 分形函数,其均值和偏度分别为

∃= E(Z( x ) ) = lim
L ∋ ∃

1
L#

L

0
z ( x )dx =

lim
L∋ ∃

1
L#

L

0
L (

G
L

)
D- 1 !

n
max

n= 0

cos( 2 !n
x / L )

!( 2- D) n = (
G
L

)
D- 1 !

n
max

n= 0
lim
L ∋ ∃#

L

0

co s(2 !n
x / L )

!( 2- D) n dx = 0,

S =
1
%
3 lim

L ∋ ∃#
L

0
z ( x )

3dx�

� � 经过数值仿真发现, S ( 0.因此, W�M 分形函数是近似为零均值, 服从对称分布的. 由轮廓算术平

均偏差 Ra ,也即粗糙度的定义可知

Ra =
1
L#

L

0
| z ( x ) | dx� (13)

将分形函数式( 1)代入式(13) ,则有
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R a =
1
L

cos(2 !
n
x / L )

!
( 2- D) n = #

L

0
(

G
L

)
D- 1 !

n
max

n= 0

cos( 2 !n
x / L )

!( 2- D) n dx <

(
G
L

)
D- 1 !

n
max

n= 0

1
!( 2- D) n#

L

0
| cos(2 !n

x / L ) | dx =
2GD- 1

 
1

!( 2- D) n�

� � 通过理论分析和数值模拟求证,找出分形参数 D, G 与粗糙度R a 的数值关系[ 14]为

Ra ) G
D- 1� (14)

� � 大量的计算和理论分析表明, G< 1且 1< D < 2.因此,从式(14)可知, 粗糙度 Ra 与分形维数 D 存

在幂指数关系, 粗糙度 Ra 随着分形维数 D上升而下降,减小而增大; 而当分形维数 D 固定不变时( 1<

D< 2) ,粗糙度 Ra 与垂直尺度系数 G 呈单调递增关系� 即 Ra 随 G增大而上升,降低而减少.

若垂直尺度系数不变时,当分形维数 D增大,铣削表面轮廓的精细结构越来越精细, 故而表面粗糙

度 Ra 值减小;若分形维数 D 不变,当垂直尺度系数 G增大, 铣削表面轮廓在同一位置处高度值增大,也

就是说表面质量越来越粗糙, 从而表面粗糙度 Ra 上升.

4 � 实验部分

4. 1 � 铣削实验

实验在数控铣床进行,共加工了 6块 45# 钢,其粗糙表面质量分为 6种不同等级.刀具选用型号为

YT�08的硬质合金立铣刀, 直径 d 为 20 mm高速螺旋齿( 2齿, 螺旋角为 45 ∗) ,加工过程不加铣削冷却

液.相应粗糙表面的切削用量, 如表 1所示;铣削过程示意图,如图 5所示. 表 1中: 主轴转速为 #; 进给

量为 F; 切削深度为 dp�
表 1 � 试件切削参数值

T ab. 1� Specimen cutting par ameters

试件编号 #/ r+ min- 1 F/ mm + min- 1 d p/ mm Ra /∃m
D 值

结构函数法 重标极差法
G 值

S1 3 000 300 0. 2 1. 102 1. 721 9 1. 935 4 0. 103 7

S2 3 000 400 0. 2 1. 256 1. 705 2 1. 841 8 0. 240 9

S3 3 000 700 0. 2 1. 273 1. 607 7 1. 680 7 0. 276 5

S4 3 000 200 0. 5 1. 372 1. 586 3 1. 663 4 0. 323 2

S5 2 400 700 0. 2 1. 752 1. 532 9 1. 567 8 0. 586 8

S6 3 000 700 0. 4 1. 819 1. 460 1 1. 503 2 0. 631 2

图 5 � 铣削加工过程

Fig . 5 � Milling process

� � 试验的铣削加工零件表面粗糙度,由德国马尔 XR200型

针接触式粗糙度测量仪测量得到� 该测量仪测针尖半径 r= 2

∃m,最小轮廓分辨率可达 76 nm,并配有专业的测量软件操作

系统 MarSurf XR 20.被测铣削表面轮廓的取样长度 L t = 5. 6

mm, 轮廓的采样点数 N PT = 11 200, 分成 7段,每段长度为 0. 8

mm; 软件评定长度 L 取中间 5段, 长度为 4 mm� 通过软件分
析可得表面轮廓粗糙度 Ra ,储存表面轮廓高度数据{Z i }

N
i= 1 ,并

运用上述两种分形维数计算方法, 求得相应粗糙度表面下的

分形维数 D 和垂直参考因子G� 如表 1所示�
从表 1可看出, 随着表面粗糙度 Ra 的不断增加, 分形维

数 D单调递减,垂直尺度系数单调递增.这说明,加工表面轮廓的分形维数越高, 垂直尺度系数越小,则

铣削加工粗糙表面的精细结构相似程度越大,表面质量就越好, 且轮廓平均峰值越小. Ra 与分形参数属

于单调关系,即证明了 Ra )G
D - 1表达式的准确性.另外一方面,对于相同的轮廓表面, 运用结构函数法

所计算出来的分形维数值要小于极差法所得分数维值.

4. 2 � 加工表面轮廓的模拟仿真

通过两种分形维数计算方法, 可求出分形参数 D和表面粗糙度R a� 然后, 将其代入W�M 分形函数
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中,可得加工表面轮廓的形状� 具体仿真流程如图 6所示;铣削加工试件表面轮廓的实测和仿真对比,

如图 7所示;实测表面和模拟表面轮廓高度值归一化后,其概率分布图如图 8所示�

图 6 � 加工表面轮廓模拟仿真流程分析图

Fig. 6� P rocess analysis flow for the simulation of machined surface pro file

( a) 试件 1实测图 � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) 试件 1 仿真图

( c) 试件 3实测图 � � � � � � � � � � � � � � � � ( d) 试件 3仿真图

图 7� 试件表面轮廓的实测和仿真对比

F ig . 7 � Comparison of the measured and simulated of specimen sur face pr ofile

� � � ( a) 试件 1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) 试件 2

图 8 � 试件表面轮廓高度值归一化后的概率分布图

Fig. 8� P lot of high degr ee of normalization pr obabilit y density dist ribution o f sample surface prof ile
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5 � 结束语

通过改进的 W�M 分形函数仿真出的铣削加工模拟表面轮廓, 与实测表面轮廓相比, 其在统计规律

上是具有相同的概率密度分布的� 相对于实测表面,模拟表面能提供更多的细节信号,即能提供更多的

精细结构.由于上述几何分形参数能够表征加工表面微观形貌的本身固有的规律,因而几何分形学同样

可应用于其他机械加工表面的形貌描述和研究.
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Geometry Fractal Characteristics of

Milled Surface Profiles

GAN Ben, HU ANG Yi�jian

( College of Mechanical Engineering and Au tomat ion, Huaqiao University, Quanzhou 362021, Ch ina)

Abstract: � The fractal geometry was used to investig ate t he micr otopog raphy of the milled surface. By use o f the method

of structural function and o f rescaled range analy sis, the fractal dimension D and vert ical scale coefficient G of the differ�

ent milled sur faces can be obtained. According to the calculation results, the co rr esponding surface pr ofiles are simulated

by using the improved the Weier strass�Mandelbr ot fr acta l function and the gr aphs of high deg ree of no rmalizat ion proba�

bility density distr ibution o f the measured and simulated sur face prof iles are plotted. The experimental r esult s have show n

that t he fr actal dimension D and ver tical scale coefficient G of the milled sur face pro file decrease w ith the increase o f

roughness, the simulated and measur ed sur face pro files have the same high deg ree o f no rmalizat ion pr obability density dis�

t ribution and the former can reflect the fine structure of the surface pr ofiles more really.

Keywords: � f ractal g eometr y; fractal dimension; v ertica l scale coefficient; milling; sur face pr ofile
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