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调和拟共形映照双曲雅可比的偏差性质
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摘要: � 研究两类调和拟共形映照双曲雅可比和双曲面积的偏差性质,给出上半平面到自身上的欧氏调和拟

共形映照双曲雅可比的精确界限,以及达到极值的函数.研究双曲调和拟共形映照双曲雅可比的偏差估计,并

应用于两类调和拟共形映照双曲面积的偏差估计. 结果表明,这两类调和拟共形照是非爆破的.
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1 � 基本概念

一个上半平面 H 到自身上的C
2 同胚映照 f ,被称为 ��调和映照� 若它满足Euler�Lagr ange 方程,

即

f z z + ( log �) w � f f z f  z = 0� (1)

式(1)中: �是一个H 上的 C
2
正值函数; w= f ( z ) .一个 H 到自身上的保向同胚映照 f , 被称为 K �拟共

形映照� 它满足: (1) f 在H 上是 ACL 的; (2) 对几乎所有的 z � H ,满足 Belt rami方程� 即
f  z = �( z ) f z . (2)

式(2)中: �是一个满足 ess sup
z � H

| �( z ) | = k< 1的可测函数, 且 k= ( K - 1) / ( K + 1) . 如果一个 ��调和映

照 f 是K �拟共形的,那么,称其为 ��调和K �拟共形映照; 当�是一个正常数时, 则称 f 为欧氏调和K �拟
共形映照;而当 �是 H 上的双曲度量密度函数时,称 f 为双曲调和K �拟共形映照.

( H � f /  H ) J f 是H 到自身上的同胚映照 f 在双曲度量意义下的雅可比(简称双曲雅可比) , J f 是

f 在欧氏度量意义下的雅可比(简称欧氏雅可比) ,  H 是 H 上的双曲度量密度函数. 另外, 定义一个可

测子集 E ! H 的双曲面积为| E| hyp为�E H | dz |
2
.

一个局部单叶解析函数的欧氏雅可比总是正的
[ 1]
. Lew y

[ 2]
证明了对于一个局部单叶的保向欧氏

调和映照� 这个结论是正确的,但对一个拟共形映照就未必成立.如取 f = z | z | 4
,则 f 是单位圆盘到自

身上的拟共形映照, 其欧氏雅可比在 0点处为零. Partyka等 [ 3]研究了在欧氏度量意义下, 欧氏调和 K�
拟共形映照能量密度的偏差性质, 结果隐含着如下定理.

定理 1 � 给定 K  1,如果 f 是单位圆盘 D 到自身上的欧氏调和K �拟共形映照, 且满足 f (0)= 0,

那么有

J f = | f z |
2
- | f  z |

2  max {4/!2
, L

2
K }

K
�

其中: L K 关于K  1是严格递减函数,且满足

lim
K ! 1

L K = L 1 = 1, � � lim
K !+ ∀

L K = 0.

研究了上半平面到自身上的欧氏调和 K�拟共形映照类,证明了其双曲雅可比的精确的上界和下界分别
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为 K 和 1/ K ;证明上半平面到自身上的双曲调和 K�拟共形映照类;证明其双曲雅可比的上界和下界估
计分别为( K+ 1) 2

/ 4, 4K / ( K+ 1) 2
. 容易看出,当 K> 1时, 有( K + 1) 2

/ 4K< K , 4K / (K + 1) 2 > 1/ K .

在欧氏度量意义下, Astala
[ 4]
和 Chen等

[ 5]
给出了拟共形映照的面积偏差的精确估计.在双曲度量

意义下, Kelingos[ 6] 首先研究了有界可测子集的情形. Po rter 等 [ 7]构造例子,用于说明存在拟共形映照,

使得双曲面积有限的可测子集在其映照下的像具有无限的双曲面积.因此,对一般可测子集的双曲面积

的研究,由于存在爆破现象而比较复杂.目前,对非爆破的拟共形映照类的已有相关的研究结果
[ 7�10]

.

2 � 主要结果及其证明

记上半平面 H 的双曲度量为  H ( z ) | dz | 2
,则在 Gauss曲率标准化为- 1的条件下,有

 H ( z ) = 1
y

2 , � � z = x + iy . (3)

为了方便,记 A K ( z )= ( c/ K ) x+ icy+ b, B K ( z )= cK x+ icy+ b� 其中: b, c是两个实常数,且 c> 0.

引理 1
[ 11] � 如果 f = u+ iv 为一个上半平面 H 到自身上的欧氏调和拟共形映照, 并且满足标准化

条件 f ( ∀ )= ∀ � 那么, v= cy, c是一个正常数.

利用上述的引理 1,有

定理 2 � 如果 f 是一个上半平面H 到自身上的欧氏调和 K �拟共形映照,那么,不等式
1
K
#  H � f

 H
J f # K (4)

对每个 z � H 成立.当且仅当 f = A K � L ,左边等号成立;当且仅当 f = BK � L ,右边等号成立� 这里, L 是
一个H 到自身上满足L

- 1
( ∀ )= f

- 1
( ∀ )的共形映照.

证明 � 假设 f ( z ) = u( x , y )+ iv( x , y )是一个上半平面 H 到自身上的欧氏调和 K �拟共形映照,且

满足标准化条件 f ( ∀ )= - ∀ , z= x+ iy . 由引理 1可知,存在一个正常数 c, 使得 f ( z )= u( x , y )+ icy,

从而有

f z =
1
2
( f x - if y ) =

1
2
[ ( ux + c) - iuy ] , (5)

f  z =
1
2
( f x + if y ) =

1
2
[ ( ux - c) + iuy ] , (6)

J f = | f z |
2
- | f  z |

2
= ux v y - uy v x = cu x . (7)

因为 f 是K �拟共形的,所以由式( 5) , ( 6)可得

| �f |
2
=

| f  z |
2

| f z |
2 =

( ux - c)
2
+ u

2
y

( ux + c)
2
+ u

2
y
# (

K - 1
K + 1

)
2
.

经整理,可得

( ux - c
K

2
+ 1

2K
)

2
+ u

2
y # ( c

K
2
- 1

2K
)

2�

它隐含着

c
1
K
# ux # cK . (8)

根据式(3)和 Im f = cy, 有

 H � f
 H

J f =
1
c

2 J f . (9)

由式(7) , (8) , ( 9)可得

1
K
#  H � f

 H
J f # K .

� � 假设左边不等式的等号成立, 则有 ux = c/ K .因此,存在着一个函数 ∀( y ) ,满足 u( x , y )= ( c/ K ) x+

∀( y) .由于 f 是 H 上的欧氏调和映照,可知

f z =
1
2
[ c(1 + 1/ K ) - i∀∃( y ) ]
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在 H 上是解析的. 因此, ∀∃( y )是一个实常数,记其为 d.由式( 5) , ( 6)有

| �f |
2
= |

f  z
f z

|
2
=

( c/ K - c)
2
+ d

2

( c/ K + c)
2
+ d

2 = (
K - 1
K + 1

)
2
.

上面等式只有在 d= 0的情形下成立,从而 ∀( y )是一个实常数, 记为 b. 当 f 满足标准化条件 f ( ∀ )=

∀ 时,不等式(4)的左边等号当且仅当 f = A K 时成立. 同理可证明,当 f 满足标准化条件 f ( ∀ ) = ∀ 时,

不等式(4)的右边等号当且仅当 f = B K 时成立.

如果 f ( ∀ ) % ∀ , 则存在实轴上的一点 a,满足 f ( a) = ∀ ,让 L 为一个H 到自身上满足 L ( a)= ∀
的共形映照.

令 g= f � L - 1
,则 g 是一个H 到自身上的欧氏调和 K �拟共形映照且满足标准化条件 g ( ∀ ) = ∀ .

从而有

1/ K # (  H ( w ) /  H (#) ) J g # K .

上式中: w= f ( z ) ;#= L ( z ) .由于 L 是一个H 到自身上的共形映照,所以有

 H ( L ( z ) ) | L∃( z ) | 2
=  H ( z ) .

� � 根据 J g = L f � L - 1 | ( L- 1
)∃(#) | 2

,有

 H ( w )
 H ( z )

J f =
 H ( w )
 H (#)

| ( L
- 1
)∃(#) | 2

J f =
 H ( w )
 H (#)

J g .

因此,有

1
K
#  H � f

 H
J f # K ,

左边的等号当且仅当 f = A K � L 成立,而右边的等号当且仅当 f = BK � L 成立.定理 2证毕.

推论 1 � 若 f 是一个上半平面H 到自身上的欧氏调和K �拟共形映照,且满足 f ( ∀ )= ∀ 和 f ( i )=

i,那么有

1
K
# J f # K

对每个 z � H 成立� 左边等号成立当且仅当 f = (1/ K ) x+ iy , 而右边等号成立当且仅当 f = K x+ iy .

下面考虑双曲调和 K�拟共形映照的双曲雅可比的偏差估计.即

引理 2
[ 12] � 如果 ∃> 0是一个上半平面 H 上的 C

2 度量密度函数, 且其 Gauss曲率满足 K ∃ # - 1,

则 ∃#  H .

定理 3
[ 13] � 如果 f 是一个上半平面 H 到自身上的双曲调和K �拟共形映照,那么有

1 #  H � f
 H

| f z |
2 # K (10)

对每个 z � H 成立.利用引理 2和定理 2可得

定理 4 � 如果 f 是一个上半平面H 到自身上的双曲调和K �拟共形映照,那么不等式

4K
(K + 1) 2 #

 H � f
 H

J f # ( K + 1)
2

4K
(11)

对每个 z � H 成立.

证明 � 令 ∃= (1- k
2
)  H � f | f z |

2
, k= ( K - 1) / ( K + 1) .由定理 2可知,对于任意 z � H , 都有| f z | %

0;而对于满足| f  z | % 0的点 z � H , 有

%log ∃= %log( 1- k
2
) + %log ( H � f | f z | | f  z | ) + %log | f z | - %log | f  z | . (12)

因为 f 是双曲调和的,所以  H � f f z∀f z 是一个H 上的解析函数.从而有

%lo g( H � f | f z | | f  z | ) = 0. (13)

%lo g | f z | =
1 %lo g( | f z | 2

= Re( %log f z ) = 4Re
f zz z - f z - f z z f zz

( f z )
2 , (14)

%lo g | f z | =
1 %lo g( | f  z | 2

= Re( %log f  z ) = 4Re
f  zz z - f  z - f z z f zz

( f  z )
2 . (15)

根据 f z z = - ( log  H ) w � f f z f  z ,可得

f z z z - f z - f z z f zz = - ( f z )
2
[ ( log  H ) ww � f f z f  z + ( log  H ) w#w � f | f  z | 2

+ ( log  H ) w � f f z z ] ,
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f  z z z - f  z - f z z f zz = - ( f  z )
2
[ ( log  H ) ww � f f z f  z + ( log  H ) w#w � f | f z | 2

+ ( log  H ) w � f f z z ] .

将以上两个等式分别代入关系式( 14) , (15) , 则有

%log | f z | - %lo g | f  z | = - 8( lo g  H ) w#w � f ( | f z | 2
- | f  z |

2
) . (16)

因此,当| f  z | % 0时,将式(13) , (16)代入式(12) ,可得

K ∃ =
%log ∃
- 2∃

=
%log  H
- 2 H

� f | f z |
2
- | f  z |

2

( 1- k
2
) | f z |

2 = -
1- | �| 2

1 - k
2 # - 1.

另外, %log ∃也可表示为

%lo g ∃(1 - k
2
) H � f | f z | 2

= %log (1- k
2
) + %log  H � f + %log | f z |

2
. (17)

由式(3)可得, ( log  H ) z z = - (1/ 2)  H 成立.利用这个等式,可得

%log  H � f = ( %log  H � f ( | f z | 2
+ | f  z |

2
) + 4 H � f Re( f z f  z ) . (18)

又有

%log | f z | 2
= - 8Re[ ( 1/ 2)  H ) � f f z f  z + ( %log  H ) w #w � f | f  z | 2

+ ( %lo g  H ) w � f f z z ] . (19)

由 f z z = - ( %lo g  H ) w � f f z f  z 和| f z | % 0可知,对满足| f  z | = 0的点 z � H 有 f z z = 0. 因此, 由式( 18) ,

(19)可知,式(17)在满足| f  z | = 0的点处可简化为

%log( 1- k
2
)  H � f | f z | 2

= ( %log  H ) � f | fz | 2 ;

而式(17)在满足| f  z | = 0的点处, 有

K ∃ =
%log ∃
- 2∃

=
%log  H
- 2 H

� f | f z |
2

(1 - k
2
) | f z |

2 = -
1

1 - k
2 # - 1.

因此,对于任意的 z � H ,都有 K ∃ # - 1.

由引理 3,有

 H � f
 H

| f z |
2 # ( K + 1) 2

4K
. (20)

结合定理 3的左边不等式和关系式, 由 J f  (1- k
2
) | f z |

2
可知, 式( 11)的左边不等式对任意的 z � H

也成立.

利用双曲调和拟共形映照的共形不变性 [ 5]
,定理 3对任意的单连通区域结论都成立. Yao[ 14] 改进了

定理 3的右边不等式为

( H � f /  H ) | f z | 2 # ( K + 1) / 2,

而式(20)改进了文[ 14]的结果.从定理 4可看出, H 上的双曲调和拟共形映照双曲雅可比的偏差比欧

氏调和拟共形映照的要小.

3 � 主要结果的应用

定理 5 � 如果 f 是一个上半平面H 到自身上的欧氏调和K �拟共形映照, 那么, 对于任意的可测集

合 E ! H ,有

1
K
| E | hyp # | f ( E) | hyp # K | E | hyp , (21)

而且,其上界和下界的估计是精确的.

证明 � 设 f 是一个上半平面H 到自身上的欧氏调和K �拟共形映照,则由定理 2有

1
K
| E | hyp # | f ( E) | hyp = �E  H � f H

J f H dxdy # K | E | hyp .

� � 如果 f ( z )= Kx+ iy , z= x+ iy ,则对任意的可测集合 E ! H ,有(  H � f /  H ) J f &K ,从而有

| f ( E) | hyp = K | E | hyp ,

即式(21)的右边不等式是精确的. 类似地,若取 f ( z )= ( 1/ K ) z+ iy , 则可证明式(21)的左边不等式也是

精确的.定理 5证毕.

由定理 4可得

定理 6 � 如果 f 是一个上半平面H 到自身上的双曲调和K �拟共形映照, 那么, 对于任意的可测集

合 E ! H ,有
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4K
(K + 1)

2 | E | hyp # | f ( E) | hyp = �E  H � f H
J f H dxdy # ( K + 1)

2

4K
| E | hyp . (22)
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Distortion Estimations of the Hyperbolic Jacobians of

Harmonic Quasiconformal Mappings

CH EN Xing�di

( S chool of M athem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � T he disto rt ion estimation w ith respect to the hy per bo lic metr ics o f two classes of harmo nic quasico nfo rmal

mappings is studied. Fir st, the sharp upper and lo wer bounds o f the hy per bo lic Jaco bians of Euclidean har monic quasicon�

fo rmal mapping s f rom the upper ha lf�plane o nto itself and t heir co rr esponding ext remal functions are g iven. Seco ndly, the

disto rtion est imatio n o f hyperbolic Jacobian o f hy perbo lic quasiconforma l mappings are obtained. F inally, the disto rtion

estimation o f the abo ve tw o classes of mapping s is applied to study their corr espo nding disto rtion theo rems about hyper�

bolic areas. T he results sho w that the above tw o classes of harmo nic quasico nfo rmal mapping s a re no n�ex plo dable.

Keywords: � har monic mapping s; quasiconfor mal mapping s; hy per bo lic Jacobians; hyperbolic areas
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