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摘要: � 研究具有转向点的奇摄动二阶拟线性边值问题� 在缺乏弱稳定的条件下, 考虑具有转向点的二阶拟

线性边值问题,利用经典的上、下解方法,证明边值问题解的存在性,并给出了解的一致有效估计.
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转向点问题是奇摄动理论的重要内容,在量子力学、流体力学、光的传播,以及化学反应等物理、化

学现象中广泛出现
[ 1�2]� 许多学者对此问题做了大量研究 [ 3�7]

,而这些工作都是在假设弱稳定条件下完

成的.本文在缺乏弱稳定的条件下,考虑了具有转向点的二阶拟线性边值问题.

1 � 基本假设

主要考虑的边值问题为

�y�( t ) = f ( t , y ) y + g( t , y ) , � � a < t < b, (1)

y ( a, �) = A , � � y ( b, �) = B� (2)

对于边值问题( 1) , ( 2) ,作如下 3点假设�
( H 1 ) 退化问题

f ( t, u) u + g( t , u) = 0, � � u( a) = A ,

f ( t , u) u + g( t, u) = 0, � � u( b) = B,

分别存在解 u1= u1 ( t) ! C
2
[ a, t0 ]与 u2= u2( t ) ! C

2
[ t0 , b] , t0 ! ( a, b) .

假设,有

u( t) =
u1( t ) , � � t ! [ a, t 0 ] ,

u2( t ) , � � t ! [ t0 , b] .

然后,再预设区域有

D 1 = { ( t, y ) | a ∀ t ∀ t0 , | y - u1( t ) | ∀ d1( t) } ,

D 2 = { ( t , y ) | t0 ∀ t ∀ b, | y - u2 ( t) | ∀ d2( t ) } .

其中: d1( t) , d 2( t )为正的连续函数; �∀ d1( t ) , d2( t) ∀ | u2( t 0)- u1( t0) | + �,并且有

d 1( t ) =

�, � � � � � � � � � � � t ! [ a, t0 - �] ,

| u2( t0) - u1( t0) | + �, � � t ! [ t 0 -
�
2
, t2 ] ,

d 2( t ) =
| u2( t0) - u1( t0) | + �, � � t ! [ t 0 , t0 +

�
2
] ,

�, � � � � � � � � � � � t ! [ t 0 + �, b]�
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其中: �为适当小的正数.

� � ( H 2 ) � 设 f ( t , y ) , g( t, y )在 D 1 # D 2上充分光滑.

( H 3 ) � 设 t= t0 为边值问题( 1) , ( 2)的 m 阶转向点,有

f ( t0 , y ) = 0,

 f ( t 0 , y )
 t = ∃=

 m- 1
f ( t0 , y )

 tm- 1 = 0,

 m
f ( t 0 , y )
 tm

% 0, � � ( t0 , y ) ! D 1 # D 2 , � m ! N.

可以对转向点的阶数作拓广, 即

| f ( t, y ) | = O( | t - t 0 |
m
) , � � t & t0 .

在拓广意义下, 研究转向点问题.为了描述的方便,作如下定义�
定义 1 � 函数 u( t )在[ a, b]中是( ∋ q )稳定的, 如果存在正常数 k,使得 j

yh( t, u( t ) ) ( 0, a ∀ t ∀ b, 0 ∀

j ∀ 2q,且在 D 1 #D 2 上 2q+ 1
y h( t, y ) )k> 0� 其中:当 t ! [ a, t0 ] , h( t, y ) = f ( t, y ) u 1 ( t )+ g ( t , y ) ,当 t !

[ t0 , b] , h( t, y ) = f ( t, y ) u 2( t )+ g ( t, y ) .

定义 2 � 函数 u( t )在[ a, b]中是( ∗n)稳定的,若 u( a) ∀ A , u( b) ∀ B ,且存在一个正数 k,使得 j
yh ( t,

u( t) ) )0.当 a ∀ t ∀ b, 1 ∀ j ∀ n- 1,且在D 1 ( u)中,  n
yh ( t, y ) )k> 0� 其中: D 1 (U)= { ( t , y ) | a ∀ t ∀ b, 0 ∀

y- u( t) ∀ �} .

定义 3 � 函数 u( t )在[ a, b]中是( +n)稳定的,如果 u( a) )A, u( b) )B, 而且存在一个正数 k,使得

 j
0y ( j e) h( t , u( t) ) )0( ∀ 0) .当 a ∀ t ∀ b, 1 ∀ j 0 , j e ∀ n- 1,且在D 2 ( u)中,  n

yh( t, y ) ∀ - k< 0( )k> 0)� 其

中: j 0( j e)表示一个奇(偶)整数� 若 n是偶(奇)整数, D 2(U)= { ( t, y ) | a ∀ t ∀ b, - �∀ y- u( t) ∀ 0} .

2 � 主要结果

引理 1 � 如果假设 H 1 , H 2 成立,而且退化轨道 u( t)在[ a, b]中是( ∋ q )或( ∗n) , ( +n)稳定的,则有

u1( t0) = u2( t0 ) .

证明 � 不妨设退化轨道是( ∗n)稳定的(另两种稳定情形的证明类似) .

令 h( t, y )= f ( t, y ) u ( t)+ g( t , y )� 假设 u1( t0) %u2( t 0) , u1( t 0)< u2 ( t0) , 则有

f ( t0 , u1( t0) ) u 1( t 0) + g( t0 , u1( t0) ) - f ( t 0 , u2( t 0) u 2( t0) - g( t 0 , u2( t0 ) ) =

h( t 0 , u1( t 0) ) - h( t0 , u2( t 0) ) + f ( t 0 , u2( t0 ) ) [ u 1( t0 ) - u 2( t0) ] =

h( t 0 , u1( t 0) ) - [ ,
n- 1

i= 0

1
i!
 i

yh ( t0 , u1 ( t0) ) ( u2( t 0) - u1( t 0) )
i
+

1
n!
 n

yh ( t0 , y ) ( u2( t 0) - u1( t 0) )
n

] + f ( t0 , u2( t 0) ) [ u 1( t 0) - u 2 ( t0) ] .

� � 由于 t 0为 m阶转向点, f ( t0 , u2 ( t0 ) )= 0,已知 h( t 0 , u1( t 0) )= 0,从而由上式可得, - ,
n- 1

i= 0

1
i !
 i

yh( t0 ,

u1( t0) ) ( u2( t0 )- u1( t0) )
i
+

1
n!
 n

yh ( t0 , y ) ( u2( t 0)- u1 ( t0) )
n
.

又由于 u( t)是( ∗n)稳定的,故 i
yh( t 0 , u1( t 0) ) )0( i= 1, ∃, n- 1) ,  n

yh ( t 0 , y ) )k> 0( y 介于u 1( t0)

与 u2( t0)之间) ,从而上式小于零�
这与 f ( t0 , u1( t0) ) u 1( t 0)+ g( t 0 , u1( t0 ) )- f ( t 0 , u2( t 0) u 2( t0) )- g( t0 , u2( t0) )= 0矛盾.

同理可证, 当 u1 ( t0 )> u2( t 0)时,也存在矛盾, 故假设不成立� 即 u1( t0 )= u2( t0) .

由引理 1的结论可知,在假设稳定的条件下, 满足左右边界的退化解在转向点处一定是相连的,即

退化轨道是连续的.

定理 1 � 若假设H 1 , H 2 , H 3 成立,且退化轨道 u( t)是( ∋ 0)稳定的� 则存在�0> 0,使得对于 0< �∀

�0 时,边值问题(1) , (2)存在解 y= y ( t , �) ,并满足

| y ( t, �) - u( t) | ∀ v 1( t , �) + c�p�
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上式中: v 1( t , �)=
1
2
(
�
k
)
1/ 2 | u 2 ( t0 )- u 1 ( t0) | − exp[ - (

k
�
)
1/ 2 | t- t 0 | ] ; p= min{

m
2
, 1} ; c为充分大的正

数.

证明 � 不妨假定 u 1( t0 ) ∀ u 2 ( t0 ) ,对于 t ! [ a, b]和 �> 0, 定义

 ( t , �) = u( t) -
�r
k
,

!( t, �) = u( t ) + v 1 ( t, �) + �r
k

+
c1�n/ 2

k
.

其中: c1 为某一充分大的正数; r )| u�0 | .

先考虑界定函数  , 显然有   ( t-0 , �) ∀   ( t +0 , �) , 且有

� �- f ( t,  ) u ( t) - g ( t,  ) = �u� - f ( t,  ) u ( t ) - g( t ,  ) + f ( t, u) u ( t) + g( t, u) =

�u�+  yh( t , ∀) ( u -  ) )�r - �| u� | ) 0.

上式中: ∀介于u( t)与  ( t , �)之间; t ! [ a, t 0) # ( t0 , b] .

至于 !,注意到 v 1 是 �v�= kv 在( a, t0 ) # ( t0 , b)中的解,满足

v 1 ( t-0 , �) = - v ( t+0 , �) =
1
2

| u 2 ( t0 ) - u 1( t0) | ,

v 1 ( t0 , �) =
1
2
(
�
k
)
1/ 2

| u 2( t0) - u 1 ( t0 ) | .

且 | f ( t , !) v 1 | ∀ K | t - t0 |
m
| u 2( t0) - u 1( t0 ) |− exp[- (

k
�
)
1/ 2

| t - t0 | ] ∀

K | u 2( t0) - u 1( t0 ) |− (
| t - t0 |

�
)

m

exp(
�| t - t0 |

�
�m/ 2

)�

其中: K 为某一适当大的正数.

当 �充分小时,不难算出 K | u 2 ( t0 ) - u 1 ( t 0) | − ( | t- t0 |

�
)

m

exp ( - m | t- t0 |

�
)是有界量的. 因

此,存在 c1> 0,使得| f ( t , !) v 1 | ∀ c1�
m/ 2

.故 !在 t 0 点可微, 且有

�!� - f ( t , !) ! - g( t, !) = �u� + �v�1 - f ( t, !) ( u + v 1) - g( t, !) + f ( t, u) u + g( t , u) =

�u� + �v�1 +  yh ( t , ∀) ( !- u) - f ( t, !) v 1 ∀

�| u� | + �v�1 - kv 1 - �r - c1�m/ 2
+ c1�m/ 2 ∀ 0, � � r )| u�0 | �

� �  , !分别是边值问题( 1) , ( 2)的下解与上解� 故由二阶微分方程微分不等式理论[ 6] 可知,边值问题

( 1) , ( 2)存在解 y= y ( t, �)满足

| y ( t, �) - u( t) | ∀ v 1( t , �) + c�
p�

当 0< n< 2时, p= m/ 2; 而当 m)2时, p = 1.

定理 2 � 假设 H 1 , H 2 , H 3 成立,且退化轨道 u( t )是( ∋ q) ( q)1)稳定的� 当转向点的阶数 m> 1+

1/ q 时,存在 �0> 0,使得对于 0< �∀ �0 时,边值问题(1) , (2)存在解 y= y ( t, �) , 满足

| y ( t, �) - u( t) | ∀ v 2 ( t, �) + !c�
1

2q( 2q+ 1)�

上式中: v 2( t , �)= �
1
2q#1 (�

1
2( q+ 1) + #2 | t- t 0 | ) - 1/ q

,且有 #1 = 1
2
| u 2( t 0)- u 1( t 0) |

1
q+ 1 [

(2q+ 2) !
2k

]
1

2( q+ 1) , #2=

q[
(2q+ 2) !

2k
]
-

1
2( q+ 1) | u 2( t0 )- u 1 ( t0 ) |

q
q+ 1 ; !c为某一充分大的正数.

证明 � 类似于定理 1的证明. 假定 u 1( t0) ∀ u 2( t0)� 对于 t ! [ a, b]和 �> 0,定义

 ( t , �) = u( t) - (
�r
k
)

1
2q+ 1 ,

!( t , �) = u( t) + v 2( t , �) + (
�r
k
)

1
2q+ 1 + !c (2q + 1) !

2k
�

1
2q( 2q+ 1) ,

其中:!c为某一充分大的正数; r )| u�0 | (2q+ 1) ! .

类似于定理 1,  在 t= t0 点不一定可微,但有   ( t-0 ) ∀   ( t+0 ) ,且
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� �- f ( t,  ) u ( t) - g ( t,  ) = �u� - f ( t,  ) u ( t ) - g( t ,  ) + f ( t, u) u ( t) + g( t, u) =

�u�- ,
2q

j= 0

1
j !
 j

yh( t , u( t) ) ( - u)
j
-

1
(2q + 1) !

 2q+ 1
y h ( t, ∀) (  - u)

2q+ 1 )

- �| u� | +
�r

(2q+ 1) !
) 0, � � t ! [ a, t0 ) # ( t0 , b] .

� � 至于 !,注意到 v 2 是 �v�= k
(2q+ 1) ! v

2q+ 1
在( a, t 0) # ( t0 , b)中的解,满足

v 2 ( t-0 , �) = - v 2( t+0 , �) =
1
2

| u 2( t0 ) - u 1( t0) | ,

v 2( t
-
0 , �) = v 2( t

+
0 , �) = | u 2( t 0) - u 1 ( t0) |

1
q+ 1 [

�(2q+ 2) !
2k

]
1

2( 2q+ 1) ,

且 | f ( t, !) v 2( t, �) | ∀ | K | t - t 0 |
m − �

1
2q#1(�

1
2( q+ 1) + #2 | t - t0 | )

- q+ 1
q | ∀

| K�
1
2q#1 | t - t0 | )

m-
q+ 1
q − (

| t - t0 |

�
1

2(q+ 1) + #2 | t- t 0 |
)
1+

1
q | ∀ !c�

1
2q, m > 1 +

1
q
.

其中:!c0 为某一适当大的正数.

因此, !在 t 0 点可微,且有

�!�- f ( t, !)! - g( t, !) = �u�+ �v�2 - f ( t, !) ( u + v 2) -

g( t, !) + f ( t, u) u + g( t, u) = �u� + �v�2 - ,
2 q

j = 0

1
j !
 j

yh ( t, u( t) ) ( !- u)
j
-

1
(2q+ 1) !

 2q+ 1
y h( t , ∀) ( !- u)

2q+ 1
- f ( t, !) v 2 ∀

�| u�0 | + �v�2 - k
(2q + 1) !

v
2q+ 1
2 -

�r
(2q + 1) !

-

!c�
1

2q+ 1 + | f ( t, !) v 2 | ∀ | f ( t, !) v 2 | - !c�
1
2q ∀ 0, � � 0 ∀ �< 1.

� �  , !分别是边值问题( 1) , ( 2)的下、上解� 由二阶微分方程微分不等式理论[ 6] 可知, 边值问题( 1) ,

( 2)存在解 y= y ( t, �) ,满足

| y ( t, �) - u( t) | ∀ v 2 ( t, �) + !c�
1

2q( 2q+ 1) .

� � 若退化轨道 u( t)是 ∗n或 +n稳定时.

定理 3 � 若设 H 1 , H 2 , H 3 成立,退化轨道 u( t)是( ∗n)稳定的, 且 u�1 )0, u�2 )0, u 1 ( t 0) < u 2 ( t 0)�

因此,当转向点的阶数 m>
n+ 1
2
时,存在 �0 > 0, 使得对于 0< �∀ �0 时,边值问题(1) , (2)存在解 y= y ( t ,

�) ,满足

0 ∀ y( t, �) - u( t) ∀ ∀v 1 ( t, �) + c�
1

2qn�

其中: ∀v 1( t, �)=
1
2 #[ 1+

n- 1
2 (

�( n+ 1) !
2m )

- 1/ 2 − #
n- 1
2 | t- t0 | ]

2
1- n ; #

n+ 1
=
�( n+ 1) !

2m | u 1( t0) - u 2( t0 ) | 2 ; c为

某一适当大的正数.

定理 4 � 若设 H 1 , H 2 , H 3 成立,退化轨道 u( t)是( +n)稳定的, 且 u�1 ∀ 0, u�2 ∀ 0, u 1 ( t 0) > u 2 ( t 0)�

当转向点的阶数 m>
n+ 1
2
时,存在 �0> 0,使得对于 0< �∀ �0 时, 边值问题(1) , (2)存在解 y= y ( t, �) ,并

且满足

- ∀v 1( t, �) - c�
1

2qn ∀ y ( t, �) - u( t) ∀ 0�
其中: ∀v 1( t, �)与定理 3一致.

以上讨论, 对 Robin边值问题

�y�( t) = f ( t, y ) y + g( t , y ) , � � a < t < b,

y ( a, �) - p 1 y ( a, �) = A ,

y ( b, �) + p 2 y ( b, �) = B ,
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同样也是有效的,且可得到类似的结论.

3 � 例子

如边值问题

�y�( t) =
1
4
t
n
( y

2
- t

2
) y + y - | t | , � � n ) 1,

� � y (- 1, �) = 1, � � y (1, �) = 1.

(3)

易求得退化问题

1
4
t
n
( y

2
- t

2
) y + y - | t | = 0, � � y (- 1, �) = 1. (4)

1
4
t
n
( y

2
- t

2
) y + y - | t | = 0, � � y (1, �) = 1. (5)

式(4) , (5)分别存在解 u1 = - t与u2 = t ,且 u1 (0)= u2 (0)= 0, u 1 (0- ) = - 1 %u 2 (0+ )= 1.

经验证可得, t= 0为边值问题( 3)的 n阶转向点, 且退化轨道 u( t) = | t| 在[ - 1, 1]上是( ∋0 )稳定

的,并有 yh ( t, y ) ) 1
2
> 0. 从而由定理 1得,边值问题(3) , (4)存在解 y= y ( t , �) , 满足

| y ( t, �) - | t | | ∀ v 1( t, �) + c�
p�

上式中: v 1( t , �)= 2�exp[ - (
1
2�

)
1/ 2 | t | ] ; c为某一充分大的正数� 当 1 ∀ n< 2时, p =

n
2
;而当 n )2时,

p= 1.
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Singular Perturbation of Second Order Quasilinear

Boundary Value Problem with Turning Point
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Abstract: � In this paper , we study the singularly per turbation of second o rder quasilinear boundar y value problem w ith

turning point. Under t he lo st o f w eakness stability, using the method of upper and low er solut ion, we pro ve the existence

of solut ions and get the uniformly valid asympto tic estimation o f solutions.
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