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摘要: � 应用 Painlev� 测试方法,研究高阶 Boussinesq�Burgers 方程, 证明该方程是 Painlev� 完全可积的� 利

用 Painlev�分析, 得到该方程的自 Backlund�Darboux 变换和一些精确解�
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非线性微分方程的可积性判定,是非线性理论研究中十分的重要内容,而 Painlev�测试方法是判定

非线性偏微分方程可积性的有效方法. 利用 Painlev�测试方法, 在判定方程可积性的同时,还能得到非

线性方程的自 Backlund�Darboux 变换和 Lax 对等[ 1�3] .对于高阶 Boussinesq�Burgers 方程
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文[ 4]用 Bargamann约束的办法, 得到相应的有限维 Hamilton系统和代数几何解.本文用 Painlev�分

析方法证明了该方程是完全可积性的, 并找出了相关的自 Backlund�Darboux 变换、孤立子解、周期解.

1 � Boussinesq�Burgers 方程的 Painlev�测试

首先把 Boussinesq�Bur gers 方程( 1)转化为
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按照 Painlev�测试方法,假设方程有罗朗级数形式的解为
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其中: ui , v i , �为 x , t的解析函数( i= 0, 1, 2, !)� 将其代入方程(2) ,由主导项( i= 0)可得到 �= 1,  = 2,

以及
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于是,有 v 0= 1/ 2�
2
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支,计算调谐因子,有
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其中: F1 , F2 是 u0 , v 0 , u1 , v 1 , !, ui- 1 , v i- 1 , �x 的解析函数. 所以, u, v 的调谐因子分别为- 1, 1, 3, 4, 5和

- 1, 3, 4, 5.

通过选择适当的 ui , v i ,将 Boussinesq�Burgers 方程的奇异流形展式进行有限截断,证明了 Bouss�
insq�Burgers方程具有 Painlev�可积性质� 因此, 可以得到方程的 Backlund�Darboux 变换�

定理 1 � Boussinesq�Burgers 方程( 2)的 Backlund�Darboux 变换为

u =
u0

�
+ u1 ,

v =
v 0

�
2 +

v 1

�
+ v 2�

(3)

式(3)中, �满足 Schw arz方程
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� � 证明 � 设 u, v 是方程( 2)的解.将式(3)带入方程(2) ,比较 �的同次幂的系数,可得
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� � 利用相容条件 v 2 = - u1x ,经过繁琐计算,可得到 �满足
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因此,式( 3)是 Boussinesq�Burgers方程( 2)的 Backlund�Darboux 变换.

2 � Boussinesq�Burgers 方程的孤立子解

下面从平凡的种子解 u1= 0, v 2= 0出发, 通过以上给出的 Backlund�Darboux 变换, 求得方程的孤

子解.由于施瓦兹导数方程的解在 Moebius变换
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下不变[ 3]
, 即其解仍满足施瓦兹导数方程.选取施瓦兹导数方程(4)的解为
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( a) 当 #< 0时, 利用 Backlund�Darboux 变换( 3) ,可得到 Boussinesq�Burgers方程的一个孤立子

解,即
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� � ( b) 当 #> 0时,得到 Boussinesq�Bur gers方程的一个周期解为
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