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摘要 : � 考虑系统计算运动参数的协调, 运用系统的动力平衡改进W ilso n��法积分� 近似认为时间步长内,

系统平衡方程与Wilson��法计算假定附加的系统运动约束条件的不协调程度不变, 时间步长内产生的不平

衡计算加速度,分量将为常量, 由此导出时间步长终点的系统修正位移、速度和加速度计算式.结果表明, 改进

算法保留了Wilson��法在��1. 37 时的无条件计算稳定性� 算例结果显示, 当时间步长取 0. 28 s 时,改进算

法减少约 85%的相对误差,且明显减小了Wilson��法的超越现象.

关键词: � W ilso n��法; 修正计算; 平衡方程; 附加运动; 约束条件

中图分类号: � T U 311. 2 文献标识码: � A

Wilson��法属差分型时程积分算法,由于当 ��1. 37时, 它是无条件计算稳定的, 因此在结构系统

振动分析和振动控制等领域有着广泛的应用. Wilson��法假定了计算时间段�(�= �  t )内的加速度线

性变化[ 1] ,进而确定计算时间段  t终点的位移、速度和加速度.由于计算假设相当于对系统施加一个附

加的运动约束条件, 与系统的平衡条件存在不协调关系. 若系统的计算位移、速度和加速度符合计算假

设条件,则不满足平衡条件;若使其满足平衡条件,则又不符合运动约束条件,容易产生计算累积误差.

此外, Wilso n��法的计算结果存在很强的超越现象.鉴于此, 本文提出一种改进的Wilson��法逐步积分
算法,并采用具体算例比较两者的计算结果.

1 � Wilson��法及其计算稳定性

1. 1 � Wilson��法的主要算式[ 2]

系统的动力平衡方程为

M!x( t) + C�x( t) + Kx( t) = r( t) . (1)

式(1)中: M, C, K分别为系统的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵; x( t) , r ( t )分别为系统的位移向量和

动力荷载向量. 给定系统的初始位移、初始速度和动力荷载初值, Wilso n��法有如下几个主要算式�
(1) �时间段的系统等效刚度矩阵,有

 k� = K+
6
�2 M+

3
�
C. (2)

� � (2) �时间段的系统位移增量,有

 x�( ti ) =  k- 1
�  x�( t i ) . (3)

� � (3)  t时间段的系统加速度增量,有

 !x( ti ) =
1
�

[
6
�2  x�( ti ) -

6
�
�x ( t i ) - 3!x( t i ) ] . (4)

� � (4)  t时间段系统位移和速度增量,有

 x( ti ) = �x( t i ) t + [
1
2
!x( t i ) +

1
6
 !x( t i ) ]  t

2
, (5)
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 �x( t i ) = [!x( ti ) +
1
2
 !x( t i ) ]  t . (6)

� � 将时间步长起点的位移、速度及加速度加上时间段内的增量式,分别得到时间步长终点的位移、速

度和加速度� 即
x( ti+ 1 ) = x( ti ) +  x( t i ) ,

�x( ti+ 1 ) = �x( ti ) +  �x( t i ) ,

!x( ti+ 1 ) = !x( ti ) +  !x( t i ) .

(7)

� � 文[ 3]为提高计算精度,采用将时间步长终点的位移和速度代入动平衡方程,求时间步长终点的加

速度,并将此法称为修正的Wilso n��法� 即

x
. . .

( ti+ 1) = M
- 1

[ r( t i+ 1) - C�x ( ti+ 1) - Kx( t i+ 1) ] . (8)

1. 2 � Wilson��法的无条件计算稳定性[ 2]

以单自由度系统为例说明W ilson��法的无条件计算稳定性.假定单自由度系统为线性的,则 t+  t

时刻的运动方程为

!x t+ � t + 2!∀�x t+ � t + ∀
2
x t+ � t =

r i+ � t

m
= f i+ � t . (9)

� � 由于计算假设系统的加速度线性变化, 位移的 3阶以上导数为零. 在 t 时刻将位移展开成 Taylo r

级数,得 t+ � t时刻的系统位移、速度和加速度,然后代入式( 9) ,可得递推关系为

Xt+  t = AX t + Lf t+ �. (10)

式(10)中:矩阵 A叫做渐近算子,矢量 L叫着荷载算子, 它们都仅与参数 �, !和  t/ T 有关( T 为单自由

度系统的自振周期) ; Xt+  t及X t 为存放系统位移、速度和加速度的向量, 有

X t+  t =

!x t+  t

�x t+  t

xt+  t

, � � Xt =

!x t

�x t

x t

. (11)

反复应用式(11) ,可得 t+ n t时刻的系统位移、速度和加速度矩阵,即

Xt+ n t = A
n
X t + A

n- 1
Lf t+ �+ A

n- 2
Lf t+  t+ �+ L+ ALf t+ ( n- 2 ) t+ �+ Lf t+ ( n- 1) t+ �. (12)

� � 如果在任何初始条件和时间步长, 数值积分的结果不会无界地放大,则数值积分是无条件稳定的.

假定 f = 0,考察式(12)有

X t+ n t = A
n
X t . (13)

渐近算子矩阵 A相当于积分格式� 当 n∀ # 时, A
n ∀0的充分必要条件是矩阵 A的谱半径 #(A)< 1.即

#(A) = max | ∃i | , � � i = 1, 2, 3. (14)

图 1 � Wilson��法的谱半径#(A)与 �关系曲线

Fig. 1� Relatio nship betw een spectral radius

#( A) and� in Wilson��metho d

式(14)中:∃i 为矩阵 A的特征值. #(A) = 1时,则

当 n∀ # 时 A
n
为有界.数值积分的稳定性取决于

渐近算子矩阵 A的谱半径#(A)大小.

渐近算子矩阵 A的特征值只与参数 �, !和

 t/ T 有关� 若给出  t / T 和 !, 就可以找出 #(A)

与 �之间的关系, 如图 1 所示. 从图 1可以得出,

当 ��1. 37时Wilson��法的无条件计算稳定性.

2 � 系统平衡方程的合理运用

采用将时间步长终点的位移和速度代入平衡

方程(8) , 重新计算平衡加速度, 以减少计算误差

积累� 这一方法破坏了式(10)的递推关系,也破

坏了原Wilson��法的无条件计算稳定性.此外, 式(8)的计算结果满足平衡条件, 但又不符合运动约束

条件,仍存在计算运动状态不协调
[ 4]

.
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由于计算假设附加的系统运动约束条件不符合实际, Wilso n��法在时间步长内将产生的一个不平
衡计算加速度分量. 考虑到附加运动约束同平衡方程的不协调关系始终存在,且近似认为在时间步长内

其不协调程度基本不变; 在计算时间步长内的每一时刻, 不平衡计算加速度分量始终存在,且近似认为

是一常量.

文[ 5]采用补充能量方程,导出了  t时间段内系统计算位移偏移修正量同不平衡计算加速度分量

的关系,则 �时间段内相应可表示为

%x�( t i ) = �2
K

- 1
� M%!x ( ti+ 1) . (15)

式(15)中:%x�( t i )为 �时间段内的计算位移偏移修正量; %!x( ti+ 1)为时间步长终点的不平衡计算加速度

分量� 即
%!x( t i+ 1) = !x( t i+ 1) - !x( t i+ 1) . (16)

其中: x( ti+ 1) ,�x( t i+ 1 )分别按式(7) , (8)计算的时间步长终点加速度.

确定出计算位移偏移量后,近似按  t时间段内加速度不平衡分量为常数,确定加速度和速度修正

量,有

%!x( t i ) =
2

�2 t
2%x�( ti ) ,

%�x( t i ) =
2

�
2
 t

2%x�( ti ) ,

%x( t i ) =
1
�2%x�( t i )�

(17)

相应地,将式(7)修正为

x( t i+ 1) = x( t i ) +  x( ti ) + %x( ti ) ,

�x( t i+ 1) = �x( t i ) +  �x( ti ) + %�x ( t i ) ,

!x( t i+ 1) = !x( t i ) +  !x( ti ) + %!x ( t i )�

(18)

� � 为方便叙述,将式(15)~ (18)的修正计算称为改进 1.

改进 1的计算一般不可能完全消除运动约束条件与平衡方程的不协调, 仍存在的加速度不平衡分

量� 假设 %!x( ti+ 1) ,显然有

M{!x( t i+ 1) + %!x( ti+ 1) + C�x ( ti+ 1) + Kx( t i+ 1) = r( ti+ 1)� (19)

� � 将M%!x( ti+ 1)移项作为荷载,在下一时间段 �的计算中加以抵消.则有

%!r( ti+ 1 ) = - M%!x( ti+ 1) = r( t i+ 1) - M!x( ti+ 1 ) - C�x ( t i+ 1) - Kx( ti+ 1 ) , (20)

而下一时间段 �的荷载增量改变为

 r
*
� ( ti+ 1 ) =  r�( ti+ 1) + �

2
%!r ( t i+ 1) . (21)

式(21)采用滞后一个时间步修正前一时间步长内的计算状态偏移误差,以期待计算位移、速度及加速度

既符合运动约束条件又满足平衡条件, 提高系统计算运动的协调性和减少计算结果误差.将式( 15) ~

(21)的修正计算称为改进 2.

3 � 改进方法的计算稳定性

仍然采用单自由度系统为例说明. 由式( 9)及式(10) ,可导出  t时间步长终点系统的计算不平衡加

速度分量,有

%!x( t i+ 1) = - [ 1, 2!∀, ∀
2
] AX t + af t+ �� (22)

将式(22)代入式(15) ,可得

%x( ti+ 1) = -
�

2

∀
2 [ 1, 2!∀, ∀2

] AX t + bf t+ �� (23)

系统的位移、速度和加速度修正量为

%Xt+  t = - BAX t + ∀Lf t+ �, (24)

式(24)中:矢量 ∀L为与L, !及 ∀有关的算子; B为系数矩阵,有
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B =

2
∀

2
 t

2
4!
∀ t

2
2
 t

2

2
∀2 t

4!
∀ t

2
 t

1
∀2

2!
∀

2
1

. (25)

系统的修正位移、速度和加速度为

X t+  t = ( I - B) AX t + ∀Lf t+ �. (26)

式(26)中: ∀L为修正后的荷载算子.因 ��1. 37时,矩阵 A的谱半径#(A)< 1,故式( 15)~ (18)修正计算

的稳定性取决于式( 26)中矩阵 I- B的谱半径大小.

考察矩阵行列式| ( I- B) - ∃I | = 0,展开后方程中仅含参数 !和  t/ T� 经过进一步计算,可以确定

矩阵 I- B的谱半径 #( I- B)= 1.显然,式(15)~ ( 18)的修正计算不影响Wilso n��法当��1. 37时的无

条件计算稳定性.

式(22)采用滞后一步作修正计算, 因此不影响式( 10)中的渐进算子,不影响原Wilson��法当��1.

37时的无条件计算稳定性.

4 � 算例计算

以文[ 6]的计算验证算例作为比较.求动力方程

2 0

0 1

!x1

!x2

+
6 - 2

- 2 4

x 1

x 2

=
0

10
,

其初始条件�x1= �x2 = 0, x 1= x 2= 0.

采用Wilson��法和所改进方法 1, 2分别进行计算,结果如表 1所示.

表 1 � 不同时间步长的位移计算结果

T ab. 1� R esult s o f ca lculatio n displacement for differ ent t ime st eps

t/ s 位移
 t= 0. 28 s

精确解 � W ilso n��法 � 改进 1 � � 改进 2

 t= 0. 07 s

精确解 � Wilson��法 � 改进 1 � � 改进 2

0. 28
x 1

x 2

0. 003
0. 382

0. 006
0. 366

0. 004
0. 378

0. 004
0. 378

0. 003
0. 382

0. 003
0. 379

0. 003
0. 381

0. 003
0. 382

0. 56
x 1

x 2

0. 038
1. 412

0. 053
1. 334

0. 043
1. 391

0. 043
1. 393

0. 038
1. 412

0. 042
1. 396

0. 039
1. 410

0. 038
1. 410

0. 84
x 1

x 2

0. 176
2. 781

0. 202
2. 607

0. 184
2. 738

0. 183
2. 744

0. 176
2. 781

0. 183
2. 740

0. 176
2. 778

0. 176
2. 778

1. 12
x 1

x 2

0. 486
4. 096

0. 504
3. 830

0. 491
4. 041

0. 491
4. 047

0. 486
4. 096

0. 495
4. 023

0. 486
4. 090

0. 486
4. 090

1. 40
x 1

x 2

0. 996
4. 996

0. 968
4. 706

0. 987
4. 957

0. 990
4. 961

0. 996
4. 996

0. 998
4. 908

0. 995
4. 994

0. 996
4. 994

1. 68
x 1

x 2

1. 657
5. 291

1. 539
5. 074

1. 626
5. 291

1. 632
5. 287

1. 657
5. 291

1. 639
5. 209

1. 654
5. 292

1. 655
5. 291

1. 96
x 1

x 2

2. 338
4. 985

2. 109
4. 937

2. 287
5. 039

2. 295
5. 026

2. 338
4. 985

2. 290
4. 941

2. 335
4. 990

2. 335
4. 989

2. 24
x 1

x 2

2. 861
4. 227

2. 539
4. 438

2. 803
4. 371

2. 809
4. 353

2. 861
4. 227

2. 782
4. 288

2. 857
4. 284

2. 857
4. 283

2. 52
x 1

x 2

3. 052
3. 457

2. 704
3. 791

3. 009
3. 561

3. 010
3. 545

3. 052
3. 457

2. 955
3. 524

3. 050
3. 464

3. 049
3. 464

2. 80
x 1

x 2

2. 801
2. 806

2. 536
3. 200

2. 804
2. 877

2. 795
2. 870

2. 801
2. 806

2. 716
2. 904

2. 807
2. 809

2. 806
2. 811

� � 由表 1可以得到以下 3点结论�
( 1) 对Wilso n��法的改进,很大幅度提高了计算精度,减少了 85%左右的计算结果相对误差� 当
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时间步长  t为 0. 07 s时, 改进方法的计算结果已接近精确解,而原Wilso n��法的计算结果仅与时间步
长  t为 0. 28 s时的改进方法的计算结果精度相当�

( 2) 超越现象指高阶振型或时间步长过大对初始计算的影响� 改进方法的前几步计算及后续计算
的结果误差相当,明显减小了原Wilso n��法的超越现象�

( 3) 改进W ilson��法的改进 2是在改进 1的基础上增加一次滞后一步的重新平衡,这对进一步提

高计算结果精度的效果不明显� 说明, 用改进 1计算位移、速度和加速度已基本满足平衡方程, 而改进

2的算法仅保留了 Wilson��法当��1. 37时的计算无条件稳定性.通过其他算例分析,同样显示算法取

得了类似的计算效果.

5 � 结束语

为尽量地使 Wilson��法计算时间步长终点的计算速度、位移和加速度满足平衡方程, 采用不平衡

计算加速度分量来修正这些计算运动参数,同时注意到计算不平衡加速度是由于附加运动约束条件与

平衡方程不协调而产生, 且近似认为不协调程度在时间步长内始终不变,即认为计算不平衡加速度在时

间步长内是一个常量,进而导出了修正计算式.改进方法实质上是合理运用系统平衡方程对 Wilson��
法的计算假设提出了修正.改进方法保留了 Wilson��法当��1. 37时的无条件计算稳定性. 很大程度

提高了计算精度,明显减小了Wilson��法的超越现象.
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An Improved Wilson��Method and Its Calculation Stability

H U ANG Qing�feng

( College of Civil Engineerin g, H uaqiao University, Qu anz hou 362021, Chin a)

Abstract: � A n impr ov ed W ilsio n��method is proposed for step�by�step integr al o n dy namic equation. It is assumed that

the non�coo rdination deg r ee is unchanged bet ween the dynamic equatio n o f system and the additio nal kinemat ic co nstr aint

co ndition giv en by calculatio n hypothesis of Wilsion��method, so the nonequilibrium co mpo nent of calculatio n acceleration

wo uld be a constant, ther eby , the rev ised for mula is educed to calculate t he displacement, velocity and acceleration o f sys�

tem at the end o f time step. T he unco nditional st abilit y of W ilsion��method for ��1. 37 is preserv ed in the impr oved

met ho d, and ex amples sho w that, fo r 0. 28 second t ime step, the impro ved method decreases the er ror of Wilson��meth�

o d by about 85% , and the transcend o f Wilsio n��method is eliminated g reatly.

Keywords: � W ilsion��met ho d; modified co mputation; dynamic equatio n; additional mot ion; co nstr aint co ndit ion
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