
� 第 31卷 � 第 1期 华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) Vo l. 31 � No . 1 �

� 2010 年 1 月 Jo ur nal of H uaqiao U niversity ( Natur al Science) Jan. 2010 �

� 文章编号: � 1000�5013( 2010) 01�0118�03

关于扇形图 P1 �Pn的零维数

邱 � 睿, 郝艳华

(华侨大学 机电及自动化学院, 福建泉州 362021)

摘要: � 研究特殊图类扇形图 P1 � Pn 的零维数情况. 对 n+ 1 阶扇形图 G= P 1 � Pn 的某些顶点与边进行移

除,得到一个保持零维数不变的子图 H ; 通过计算 �( H ) , 得到扇形图 G 的零维数集{0, 1} , 从而完整的刻画扇

形图的零维数情况.
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1 � 研究背景

设 G是 n阶简单图,图 G的邻接矩阵A( G )是一个n  n阶对称矩阵a i, j� 其中: 当顶点 v i 与顶点 v j

相邻时, a i, j = 1;当顶点 v i 与顶点 v j 不相邻时, a i, j = 0. A( G )的特征值也称为图 G 的特征值. 图 G 的 n

个特征值构成的集合(多重集)称为图 G的谱.在图 G的谱中零特征值的重数称为 G 的零维数, 则记为

�( G) ,图 G 称为非奇异的� 如果 �( G) ,令 Gn 为所有 n 阶简单图组成的集合; G!n  Gn ,称数集{ �( G ) ∀

N | G ∀ G!n}为 G!n 的零维数集.

1957年, Col latz等[ 1] 在基于分子结构稳定性的问题下, 首先提出了关于图的奇异性刻画问题� 这
个问题无论在化学中,还是在数学中都有很重要的意义. 对于一个二部图 G(相应于一个碳氢化合物的

分子图)来说, �( G)> 0意味着这种图所代表的分子是不稳定的. 由矩阵论知识易见, �( G)> 0,当且仅当

A( G)奇异,这对数学学科本身的研究也很有意义.

目前,关于图的奇异性刻画问题尚未完全解决,仅局限于一些简单的情形, 如树、单圈图、双圈图,以

及图的零维数取极值情况等
[ 2�10]

.本文主要讨论扇形图的零维数集.

2 � 定义和引理

设 G是简单图,具有顶点集 V( G)和边集 E(G) .对于任意顶点 v ∀ V( G) ,用记号 d( v)和 N ( v )分别

图 1 � 扇形图 P1 � P n

Fig . 1 � T he fan g ra ph P1 � Pn

表示 v 的度和邻集, v( G)表示 G 的顶点数.由矩阵论知识易得, 如果

有A( G)的秩为 r ,则 �( G) = v( G)- r .

定义 1 � 设 P n是具有n 个顶点的一条路, P1 与 Pn 的联图记为

P 1 � Pn , 称为扇形图(图 1) .

引理 1
[ 2] � (1) 设 G 为 n阶简单图,若 G中存在悬挂边,删除此

悬挂边(连同两个顶点及其关联的边)所得新图,其零维数保持不变;

(2) 设G1 , G2 , #, G t 为图 G的 t个连通分支,有G= ∃
t

i= 1
G i ,则 �( G)=

�
t

i= 1
�( G i ) ; (3) 设 K n 为n( n%2)阶完全图,则 �( K n)= 0, �( K 1)= 1.

引理 2 � 设 G为 n阶简单图, u ∀ V(G)且 d( u) %2, N ( u) = { v 1 , v 2 , #, v d( u) } . 若 &
d ( u)

i= 1
N ( v i )- { u} ∋
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�, E!= { x y ∀ E( G) | x ∀ N (u) , y ∀ &
d( u)

i= 1
N ( v i ) - { u} } ,则 �( G)= �(H )� 其中: H 是将 G中属于 E!的边删

去而得到的子图.

证明 � 不失一般性, 令 G的邻接矩阵为

A( G) =

u v 1 v 2 K v d( u) v d( u)+ 1 K v n- 1

u 0 1 1 K 1 0 K 0

v 1 1 0 * K * 1 K *

v 2 1 * 0 K * 1 K *

M M M M M M M M M

v d( u) 1 * * K 0 1 K *

v d( u) + 1 0 1 1 K 1 0 K *

M M M M M M M K *

v n- 1 0 * * K * * K 0

�

对任意顶点 w ∀ &
d( u)

i= 1
N ( v i )- { u} ,不妨设 w= v d( u) + 1 . 在第 d ( u) + 2行中减去第 1行, 第 d( u)+ 2列中减

去第 1列,所得矩阵的秩保持不变.另一方面,上述变换后得到的矩阵,所对应的图即是通过在 G中删

除边 v iv d( u) + 1( 1 ( i ( d ( u) )得到的. 反复此变换,可以得到 A(H ) ,且 r ( G) = r ( H ) , v ( G )= v( H ) ,从而

有 �( G)= �( H ) .

引理 3 � 设 G= ( K 2 ∃K 2 ∃ #∃ K 2) �K 1 为 n+ 1( K i ( i= 1, 2)为 i阶完全图, n为偶数, ∃表示不交

并)阶简单图, �( G)= 0,如图 2所示�

图 2� n+ 1阶简单图

Fig . 2 � A simple g raph

o f or der n+ 1

证明 � 不失一般性, 令 G的邻接矩阵为

A( G) =

0 1 1 1 1 L1 1

1 0 1 0 0 L 0 0

1 1 0 0 0 L 0 0

1 0 0 0 1 L 0 0

1 0 0 1 0 L 0 0

L L L L L L L L

1 0 0 0 0 L 0 1

1 0 0 0 0 L 1 0

,

则| A( G ) | = ( - 1)
n
2

+ 1
n ∋0, 即 A( G)非奇异,故 �( G)= 0.

3 � 主要结果

定理 1 � 设 G= P1 � Pn 为n + 1阶扇形图,则有 �( G)=
1, n ) 3( mod4) ,

0, n ∋3( mod4) .

证明 � 设 P n= v 1 v 2K v n , P1= u.

(1) 当 n= 1时, G= K 2 , �( G)= 0;

(2) 当 n= 2时, G= K 3 = K 2 �K 1 . 由引理 3可得, �( G)= 0;

(3) 当 n= 3时, G= P1 �P 3 . N ( v 1 )= { u, v 2}且 N ( u) &N ( v 2 )- { v 1}= { v 2 } .由引理 2,将边 uv 3 和

v 2v 3 删除得到图 H , �( G)= �(H )= 1� 其中: H = K 3 ∃ K 1= ( K 2 �K 1) ∃ K 1 .

(4) 当 n= 4时, G= P1 �P 4 . N ( v 1 )= { u, v 2}且 N ( u) &N ( v 2 )- { v 1}= { v 3 } .由引理 2,将边 uv 3 和

v 2v 3 删除,不改变图的零维数, 此时 v 3v 4 为一悬挂边.由引理 1, 将这条边(连同顶点 v 3 , v 4 及边 v 4u)删

除得到新图 H , �( G)= �(H ) = 0� 其中: H = K 3= K 2 �K 1 .

(5) 当 n= 5时, N ( v 1)= { u, v 2}且N ( u) &N ( v 2) - { v 1}= { v 3} .由引理1, 2,将边 uv 3 和 v 2v 3 删除,

不改变图的零维数.此时 v 3 v 4 为一悬挂边� 将这条边(连同顶点 v 3 , v 4 及边 v 4v 5 , v 4u)删除,则得到的新

图保持零维数不变, 且 v 5u为悬挂边.将 v 5 u(连同顶点 v 5 , u 及边uv 1 , uv 2)删除, 得到新图 H ,且 �( G)=
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�( H ) = 0.其中: H = K 2 .

(6) 当 n= 6时, N ( v 1)= { u, v 2}且N ( u) &N ( v 2) - { v 1}= { v 3} .由引理1, 2,将边 uv 3 和 v 2v 3 删除,

不改变图的零维数. 此时 v 3v 4 为一悬挂边, 将这条边(连同顶点 v 3 , v 4 及边 v 4v 5 , v 4u)删除, 得到新图

H ,且 �( G)= �(H ) .其中: H = ( K 2 ∃ K 2 ) �K 1 .由引理 3可得, �( G)= �(H )= 0.

(7) 当 n%7时, N ( v 1)= { u, v 2}且N ( u) &N ( v 2) - { v 1}= { v 3} .由引理1, 2,将边 uv 3 和 v 2v 3 删除,

不改变图的零维数� 此时, v 3 v 4 为一悬挂边� 将这条边(连同顶点 v 3 , v 4 及边 v 4v 5 , v 4 u)删除,得到的新

图 3� 新图

Fig. 3� N ew g r aph

图保持零维数不变, 如图 3所示.

反复使用引理 1, 2, 可得到新图 H

且 �( G)= �( H ) .其中: 当 n ) 0( mod 4)

时,有 H = ( K 2 ∃ K 2 ∃ #∃ K 2 ) � K 1 ;

当 n) 1(m od 4)时, H = K 2 ∃ K 2 ∃ #∃

K 2 ; 而当 n) 2( mod 4)时,有 H = ( K 2 ∃

K 2 ∃ #∃ K 2 ) �K 1 ; 当 n) 3( mod 4)时,有 H = ( ( K 2 ∃K 2 ∃ #∃K 2) � K 1 ) ∃K 1�
由引理 1, 3可知,当 n ) 3( mod 4)时, �( G )= �( H )= 1;而当 n ∋ 3( mo d 4)时, �( G) = �(H ) = 0.定

理得证.
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On the Nullity of Fan Graph P1 �Pn

QIU Rui, H AO Yan�hua

( College of M echanical Engineering and Au tomat ion, Huaqiao University, Quanzhou 362021, Ch ina)

Abstract: � T he nullity of fan g raph P1 � Pn w hich is a special kind of gr aph is inv estig at ed. A subgr aph, H , w hich keeps

the same nullity, is o bt ained fro m G= P1 � Pn of or der n+ 1 by r emoving so me vertices and edg es. A nullity set { 0, 1} o f

fan g raph G is o bta ined by calculat ing the nullity of the fan gr aph G, �( H ) , so that the nullity of the fan gr aph G co uld be

per fect ly character ized.

Keywords: � adjacent matr ix; spectr um; nullit y; g r aph; sing ularity

(责任编辑: 陈志贤 � � 英文审校: 吴逢铁)

120 华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版) � � � � � � � � � � � � � � 2010 年


