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一类二阶微分方程两点边值问题的正解存在性
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摘要: � 利用 Leggett�Williams 不动点定理, 研究一类二阶微分方程两点边值问题的正解存在性, 获得此方程

的边值问题存在 3 个正解的新结果.结果表明, 其存在性的充分条件简单, 且易于验证.
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由于二阶微分方程广泛的应用背景, 其受到许多学者的广泛关注
[ 1�9]

. 文[ 3�4]研究了二阶两点边
值问题

- x�( t ) = f ( t , x ( t ) ) , � � t  [ 0, 1] ,

x (0) = x (1) = 0

的正解存在性� 其中, f ( t, x )对 x 是超线性或次线性的. Li等
[ 7]
讨论了两点边值问题,即

- x�( t ) = f ( t , x ( t ) ) , � � t  [ 0, 1] ,

x (0) = x!(1) = 0,

其至少有一个解和唯一解的存在性.本文考察二阶两点边值问题

x�( t) + �h ( t ) f ( t , x ( t) ) = 0, � � t  [ 0, 1] ,

x!( 1) = x (0) = 0
(1)

的多个正解的存在性问题. 其中, h( t)在[ 0, 1]上连续, f ( t, x ) ∀ [ 0, 1] # [ 0, ∃ ) %[ 0, ∃ ) 连续.

1 � 预备知识

首先, 引入如下几个定义及引理.

定义 1 � 设X 是一个 Banach空间, P  X 非空, 且满足两个条件: ( a) 对任意的 u, v  P 和实数�,

 &0, �u+  v  P 成立; ( b) 若 u, - u  P, 必有 u= 0,则称 P 是X 中的一个锥.

定义 2 � 定义在 P 上的映射 ! ∀ P % [ 0, ∃ ) ,如果满足

!( tx + ( 1- t) y ) & t! ( x ) + ( 1- t) !( y) , � � !x , y  P, � 0 ∋ t ∋ 1,

则称映射 ! 是一个非负连续的凹泛函.

定义 3 � 设常数 0< a< b, ! 是定义在P 上的连续非负凹泛函, 定义

P a = { x  P | (x ( < a} , � � ∀P a = { x  P | (x ( ∋ a} ,

P ( ! , a, b) = { x  P | a ∋ !( x ) , (x ( ∋ b} .

� � 引理 1
[ 8] � 即 Legget t�Williams不动点定理� 设 E= ( E, ( ) ()为 Banach空间, P  E 为E 上的

一个锥. 设算子 A ∀ ∀P c %∀P c 全连续, 定义在 P 上的非负连续凹泛函 ! ( x ) , 满足 !( x ) ∋ (x ( , !x  
∀P c ; 若存在常数 0< r< a< b ∋ c, 使得以下 3个条件成立�

( ∗) 当{ x  P( !, a, b) | !( x ) > a} + ∀, 且 x  P ( ! , a, b)时, ! ( A x )> a�
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� � ( ,) 当 x  ∀P r 时, 恒有 (A x (< r�
( −) 当 x  P ( ! , a, b) , 且 (A x (> b时, ! ( A x ) > a.那么, 算子 A 在 P 上至少存在 3个不动点

x 1 , x 2 , x 3  ∀Pc ,满足 (x 1 (< r, a< !( x 2 ) , (x 3 (> r, !( x 3)< a.

2 � 多重正解的存在性

边值问题( 1) 的正解,是指除端点外应处处大于零的解.设 E= { x | x  C
1
[ 0, 1] , x (0)= x!(1)= 0} ,

定义 (x (= max
t  [ 0, 1]

| x ( t) | , x  E. 显然, E 为一 Banach空间. 定义 E 上的锥为

P = { x ( t) | x ( t ) & 0, � x  E, � t  [ 0, 1] } .

� � 引理 2 � x= x ( t)是边值问题(1)的一个正解,当且仅当 x= x ( t )是积分方程, 有

x ( t) = �.
1

0
G( t, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds, � � 0 ∋ t ∋ 1 (2)

的一个正解� 其中, G( t, s)= m in{ t , s} , 0 ∋ t , s ∋ 1.

证明 � 首先,假设 x= x ( t)是边值问题(1)的一个正解. 事实上, 将式(1)移项后可得

x�( t) = - �h( t) f ( t, x ( t ) )�
对上式的两边同时从 t到 1积分, 可得

x!( 1) - x!( t ) = - �.
1

t
h( s) f ( s, x ( s) )ds.

由边值 x!( 1)= 0,可得

x!( t) = �.
1

t
h( s) f ( s, x ( s) )ds. (3)

再对式(3)从 0到 t积分, 有

x ( t ) - x (0) = �.
t

0
ds.

1

s
h(#) f ( #, x ( #) ) d#=

�.
t

0
sh( s) f ( s, x ( s) )ds + �.

1

t
th ( s) f ( s, x ( s) ) ds = �.

1

0
G( t, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds�

上式中, G( t, s)= min{ t, s} , 0 ∋ t, s ∋ 1. 由边值 x (0) = 0可得式(2) . 因此, x= x ( t)是积分方程 ( 2) 的

一个正解.

其次, 假设 x ( t )是积分方程 (2) 的一个正解. 于是,从式( 2) 右边可知, x ( t )  C1
[ 0, 1] . 因此,对

式 (2) 的两边同时对 t求导, 可得

x!( t) = �[.
t

0
sh( s) f ( s, x ( s) )ds +.

1

t
th( s) f ( s, x ( s) )ds]! =

�th( t ) f ( t, x ( t) ) + �.
1

t
h ( s) f ( s, x ( s) )ds - �th ( t) f ( t , x ( t ) ) = �.

1

t
h ( s) f ( s, x ( s) ) ds. (4)

易见 x!(1) = 0, 且 x!( t )也是可导的� 因此,再对式( 4)两边同时微分, 可得

x�( t) = - �h ( t) f ( t , x ( t ) ) , � � t  [ 0, 1] .

由于 G(0, s)= 0, 故由式(2)可得 x ( 0)= 0. 因此, x= x ( t )是边值问题(1) 的一个正解.

现假设条件 ( S1 ) h( t )> 0, t  [ 0, 1] ; ( S2 ) 存在非负且单调增加的连续函数 �( x ) ,  ( x ) , x  [ 0,

+ ∃ ) , 满足  ( x )> 0( x + 0) , 并使得

lim
x % 0

+

�( x )
x

= 0, � � lim
x %+ ∃

�( x )
x

= 0,

 ( x ) ∋ f ( t , x ) ∋ �( x ) , � � t  [ 0, 1] .

(5)

� � 引理 3 � 如果条件( S1 ) , ( S2 )成立, 则对于任意的 ∃ (0, 1) , 必存在常数 0< r< a< b ∋ c, 使得以
下不等式成立� 即

�( r)
r

<
�( c)
c
, (6)

a

 ( a).
1

∃
G (∃, s) h( s)ds

<
c

�( c).
1

0
G(1, s) h( s) ds

, (7)
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b >
a
∃
. (8)

� � 证明 � 由条件( S1 )和 G( t , s)的表达式可知, 对任意的 ∃ (0, 1) , 有

.
1

∃
G (∃, s) h( s) ds > 0, � �.

1

0
G(1, s) h( s) ds > 0.

再由条件( S2 )可知,
x

 ( x )
在(0, + ∃ )上连续且

lim
x % 0+

x
 ( x )

= + ∃ , � � lim
x %+ ∃

x
 ( x )

= + ∃ , � � lim
x %+ ∃

x
�( x )

= + ∃ .

所以,
x

 ( x )
在点 x= a  (0, + ∃ )取到最小值 a

 ( a)
, 且存在正常数 c0 , c0 >

2a
∃
充分大,使得当 c&c0 时,

就有

a.
1

0
G( 1, s) h( s)ds

 ( a).
1

∃
G ( ∃, s) h( s)ds

<
c

�( c)
,

即式 (7) 成立. 取 b= 3a
2∃
, 则 式(8) 也成立. 由于 lim

x % 0+

�( x )
x

= 0,故可取 0< r< a,使得�( r)
r

< �( c)
c
, 即式

(6)也成立. 引理 3得证.

定理 1 � 假设如果方程 ( 1) 满足条件 ( S1 ) , ( S2 ) , 则对于任意 �  ( a/ [  ( a).
1

∃
G (∃, s) h( s)ds] ,

c/ [ �( c).
1

0
G( 1, s) h( s)ds] ) (正常数 ∃, r , a, b 由引理 3给定) , 边值问题 ( 1)至少存在 3个正解 x 1 , x 2 x 3

且满足(x 1 (< r, a< !( x 2 ) , (x 3 (> r , !( x 3)< a.

� � 证明 � 不妨假设

�1 = a

 ( a).
1

∃
G (∃, s) h( s) ds

, � � �2 = c

�( c).
1

0
G (1, s) h( s)ds

. (9)

分别定义算子 A ∀P %E ,以及泛函 ! ∀ P % [ 0, ∃ )为

( Ax ) ( t ) = �.
1

0
G( t , s) h( s) f ( s, x ( s) )ds,

! ( x ) = min
∃∋ t ∋ 1

x ( t ) .

m 易见, !在 P 上非负且连续. 对于任意 x , y  P, % [ 0, 1] , 有

! ( %x + (1 - %) y ) = min
∃∋ t ∋ 1

( %x ( t) + ( 1- %) y ( t ) ) &

min
∃∋ t∋ 1

%x ( t ) + min
∃∋ t ∋ 1

( 1- %) y ( t) =

%min
∃∋ t∋ 1

x ( t) + ( 1- %) min
∃∋ t∋ 1

y ( t ) = %! ( x ) + (1- %) ! ( y ) .

所以, ! 是P 上的非负连续凹泛函, 且有 !( x ) ∋ (x ( , x  P.

以下证明 A ∀ ∀P c %∀P c 是全连续的. 首先, 当 � (�1 , �2)及 x  ∀P c 时, 由 G( t , s) ∋ G(1, s) (0 ∋ t, s ∋
1)和式(7) , (9) ,以及条件( S2 ) , 可得

(Ax ( = max
0 ∋ t ∋ 1

| �.
1

0
G( t, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds | =

�.
1

0
G( 1, s) h( s) f ( s, x ( s) ) ds ∋ �.

1

0
G(1, s) h( s)�( x ( s) ) ds ∋

��( c).
1

0
G(1, s) h( s)ds < �2�( c).

1

0
G(1, s) h( s)ds = C,

所以, A ( ∀Pc )  ∀P c. 由于 f ( t , x )在[ 0, 1] # [ 0, c ]上一致连续, 即对 !&> 0, #∋> 0 , ! t  [ 0, 1] , 当 u1 ,

u2  [ 0, c]且| u2 - u1 | < ∋时, 有| f ( t , u2)- f ( t , u1 ) | < &.

对于上述!&> 0, !t  [ 0, 1] ,对!x 1 , x 2  ∀P c, 只要 (x 1 - x 2 (< ∋, 就有

| ( Ax 2) ( t) - ( Ax 1) ( t ) | = | �.
1

0
G ( t, s) h( s) f ( s, x 2 ( s) )ds - �.

1

0
G( t , s) h( s) f ( s, x 1( s) ) ds | ∋
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�.
1

0
G( t, s) h( s) | f ( s, x 2( s) ) - f ( s, x 1 ( s) ) | ds <

�2&.
1

0
G( t, s) h( s)ds =

c&.
1

0
G( t, s) h( s) ds

�( c).
1

0
G(1, s) h( s)ds

=
c&

�( c)
,

即 A 在 ∀P c 上连续. 又因为

d( Ax ) ( t )
dt

= �.
1

t
h( s) f ( s, x ( s) )ds ∋ �2�( c).

1

0
h( s) ds = ∀M,

则对 !&> 0, #∋1= &
2M

> 0, ! t2 , t1  [ 0, 1] , x  ∀Pc ,只要| t 2- t 1 | < ∋1 , 就有

| ( Ax ) ( t 2) - ( Ax ) ( t1 ) | = | �.
1

t
h ( s) f ( s, x ( s) ) ds |)| t2 - t1 | < M∋1 = M ) &

2M
< &,

即 A 在 ∀P c 上等度连续. 易见, A 将 ∀P c 中的有界集映成有界集. 因此,由 A rzela�Ascoli定理可知, A ∀
∀P c %∀P c 全连续.

取 x ( t )= a+ b
2

, 0 ∋ t ∋ 1, 则 x  P 且 ! ( x )= min
∃∋ t∋ 1

x ( t)= a+ b
2

> a,即{ x  P( !, a, b) | ! ( x )> a} +

∀.当 x  P( !, a, b)时, 由条件( S2 )和式(9)可得

! ( Ax ) = min
∃∋ t ∋ 1

�.
1

0
G( t , s) h( s) f ( s, x ( s) ) ds =

�.
1

0
G (∃, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds &�.

1

0
G(∃, s) h( s) ( x ( s) ) ds &

�.
1

∃
G (∃, s) h( s)  ( x ( s) )ds > �1 ( a).

1

∃
G (∃, s) h( s)ds = a�

因此,引理 1 的条件 ( ∗ ) 成立. 当 x  ∀P r 时, 由条件( S2 )和式 (6) , (9) 可得

(Ax ( = max
0 ∋ t ∋ 1

| �.
1

0
G( t, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds | =

�.
1

0
G( 1, s) h( s) f ( s, x ( s) ) ds ∋ �.

1

0
G(1, s) h( s)�( x ( s) ) ds ∋

��( r).
1

0
G(1, s) h( s)ds < �2�( r).

1

0
G(1, s) h( s)ds = c�( r)

�( c)
< r�

引理 1的条件( ,)成立. 设 x  P( !, a, c) , (A x (> b时, 由式 (8) , (9) 可得

! ( Ax ) = min
∃∋ t ∋ 1

�.
1

0
G( t , s) h( s) f ( s, x ( s) ) ds =

�.
1

0
G(∃, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds = �.

∃

0
sh( s) f ( s, x ( s) )ds + �∃.

1

∃
h( s) f ( s, x ( s) )ds &

�.
∃

0
sh ( s) f ( s, x ( s) ) ds + �∃.

1

∃
sh( s) f ( s, x ( s) )ds &

�∃(.
∃

0
sh( s) f ( s, x ( s) )ds +.

1

∃
sh ( s) f ( s, x ( s) )ds) =

�∃.
1

0
sh ( s) f ( s, x ( s) )ds = �∃.

1

0
G(1, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds =

�∃max
0 ∋ t∋ 1

|.
1

0
G( t, s) h( s) f ( s, x ( s) )ds | = ∃(Ax ( > ∃b > a.

引理 1的条件( −)也成立� 即 A 在 ∀P c 中至少存在 3个不动点, 边值问题( 1)至少存在 3个正解.

3 � 应用实例

对于边值问题 (1) , 设

h( t ) = 1,

f ( t, x ) =
x

2
(2 + sin( t(1 - x

2
) ) ) , � � 0 ∋ x < 1,

x ( 2+ sin( t (1- x
2
) ) ) , � � 1 ∋ x .
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取

�( x ) =
3x 2

, � � 0 ∋ x < 1,

3 x , � � 1 ∋ x ,

 ( x ) =
x

2
, � � 0 ∋ x < 1,

x , � � 1 ∋ x .

又取 r= 0. 01, a= 1, c= 900, ∃=
1
2
,则有  ( x ) ∋ f ( t, x ) ∋ �( x ) , 0 ∋ t ∋ 1, x &0, �( r )= 0. 000 3,  ( a) = 1,

�( c)= 90, 以及

�1 = a

 ( a).
1

∃
G ( ∃, s) h( s)ds

=
1

.
1

1/ 2
G (1/ 2, s)ds

= 4,

�2 =
c

�( c).
1

0
G(1, s) h( s) ds

=
900

90.
1

0
sds

= 20.

那么,边值问题(1)存在 3个正解 x 1 , x 2 , x 3 , 满足(x 1 (< 0. 01, ! ( x 2) > 1, (x 3 (< 0. 01, !( x 3)< 1.
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The Existence of Positive Solutions for Second�Order

Two�Point Boundary Value Problem

CAO Jun�yan, WANG Quan�y i

( S chool of Mathem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � By using Leggett�Williams fixed point theorem, the autho rs studied the ex istence of po sitiv e solut ions fo r a

kind of second�o rder tw o�point boundar y value pr oblem. A new result o f three po sitive so lutions for the boundar y value

pr oblem is obtained.
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