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q�类似 Virasoro�Like代数的模

温琴珠
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摘要 : � 直接从任意维向量空间出发, 构造李代数 L q 的一类模M (�, a1 , a2 ) , 并研究其结构� 证明这一类模都

是完全可约的,并在不同参数情形给出了该模的全部不可约因子.
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记 Cq [ x
�
1 , x

�
2 ]为复数域上的非交换罗朗多项式环,且满足关系 x 2x 1= qx 1x 2 , 其中 q  C* = C\ 0 为

非单位根.另记L q为 Cq [ x
�
1 , x

�
2 ]的内导子代数, 则 D( m) = ad( x

m
) , m  Z2 \ 0 构成向量空间L q的一组

基,有

[ D(m) , D(n) ] = ( q
m

2
n

1 - q
m

1
n

2 )D(m + n)�
上式中:m= (m1 , m2) , n= ( n1 , n2)  Z2 \ 0 , x

m
= x

m
1

1 x
m

2
2 . L q为 q�类似 Virasor o�Like代数,记 L q = L q  

Cd1  Cd2� 其中: d1 , d2 为L q的度导子.文[ 1]证明了 L q 同构于L q的导子李代数.

记 Der A d 为d 个变量交换罗朗多项式环的导子李代数, g ld 为复数域上的一般线性李代数. Lars�
son

[ 2]
构造了从 gl d�模到 Der A d�模的函子F

�
. Esw ar a

[ 3]
研究了函子 F

�
作用下有限维不可约 gl d�模的

像模的结构.林卫强等
[ 4]
构造了一族从特殊线性李代数 sl 2 的模 V到 L q�模的函子F

�
g ,并刻画了 F

�
g( V)

的结构.当 q 不是单位根时,本文直接由 t维向量空间 V构造了一类L q�模M (�, a1 , a2) , 并刻画了 M( �,

a1 , a2)的结构.

1 � q�类似 Virasoro�Like代数

为了表述方便, 首先引进一些符号和术语, 并作约定记号. 记 e1= (1, 0) , e2 = ( 0, 1) , � = Ze1 + Ze2 ,

u= Ce1 + Ce2 . 采用 n, m, u, r和 s 来表示 � 中的向量,并用 d1 , d2 表示量子环面 Cq 上的度导子.

任意取定一个向量 m= m1 e1+ m2e2  � ,简记量子环面 Cq 上的元素 x
m

11 x
m

22 为 x
m
. 定义 � ! � 到 C

的两个映射  , f 有

 (n, m) = q
n

2
m

1 ,

f (n, m) = q
n

2
m

1
- n

1
m

2 ,

其中: n= n1 e1+ n2e2 ,m= m1 e1+ m2e2  �.定义 f 的根基为

r ad( f ) = {n  � | f ( n, m) = 1, !m  � } ,

则由于 q不是单位根,有 rad( f )= 0 .接着,记 �
*

= �\ 0 , D(m)= ad( x
m
) ,则{D(m) | m �

*
} ∀ { d1 , d2}

构成 L q 的一组基, 而且 D(m)是 L q 的m #0 次空间的基, d1 , d 2 则是 L q 的零次空间的一组基.此外,在

Lq 上有下列李运算成立� 即
[ D (m) , D(n) ] = g( m, n) D(m+ n) ,

[ d i , D(m) ] = - [ D( m) , d i ] = miD ( m) , � � i = 1, 2,
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[ d1 , d2 ] = 0.

其中:m= m1e1+ m2 e2  � *
, n= n1 e1+ n2 e2  �*

, g(m, n)= q
m

2
n
1 - q

m
1
n

2 .

� � 下面,构造 L q�模 M ( �, a1 , a2 )� 把 M( �, a1 , a2)简记为 M .

定义 1 � !� u, n  �, a1 , a2  C* 和任意的 t维向量空间 V, 设 v( n)为与 V线性同构的向量空间.

定义 L q 在空间 M =  n  � v(n)上的作用为

D(m) ∃ v( n) =  (m, n) ( am
11 a

m
22 - f ( m, n) ) v(m+ n)

d i ∃ v(n) = ( ni + �i ) v(n) , � � i = 1, 2.

其中:m= (m1 , m2)  �
*
, n= ( n1 , n2)  �.

引理 1 � M 是一个 Z
2
分次 L q�模.

证明 � 直接验证即可得.

2 � Lq�模M 的结构

引理 2 � (1) 如果不存在 k1 , k2  Z,使得 a1 = q
k1 , a2= q

k2 ,而 a
s1
1 a

s2
2 = f ( r, s) ,则必存在某个 m#0 ,

使得 a
m

11 a
m

22 # f ( r ,m)且 a
m

11 a
m

22 # f ( r+ s,m) .

(2) 如果存在 k1 , k2  Z, 使得 a1= q
k
1 , a2 = q

k
2 , 而 a

s
11 a

s
22 = f ( !+ r , s) . 其中: r+ s#0 , r# 0 , s# 0 ,

!= - k2e1+ k1 e2 . 必存在某个 m#0 ,使得 a
m

11 a
m

22 # f (!+ r,m)且 a
m

11 a
m

22 # f (!+ r+ s, m) .

证明 � (1) 假设对 !m#0 ,有

a
m

11 a
m

22 = f ( r ,m) ,

或

a
m

11 a
m

22 = f ( r+ s, m) .

取 m= e1 ,得 a1 = q
r
2或 a1= q

r
2

+ s
2 ;取 m= e2 ,得 a2= q

- r
1或 a2 = q

- ( r
1

+ s
1
)� 这与已知不存在 k 1 , k2  Z而

使得 a1= q
k

1 , a2 = q
k

2的条件相矛盾.

(2) 假设对!m#0 ,有

a
m

1
1 a

m
2

2 = f ( !+ r, m) ,

或

a
m

11 a
m

22 = f (!+ r + s,m)�
即有

f ( r,m) = q
r
2
m

1
- r

1
m

2 = 1,

或

f ( r + s ,m) = q
( r

2
+ s

2
) m

1
- ( r

1
+ s

1
) m

2 = 1.

� � 因为 q 不是单位根,所以 r2 m1= r 1m2 或( r2+ s2)m1= ( r 1+ s1) m2 .取 m= e1 ,得 r 2= 0或 r2+ s2= 0;

取 m= e2 ,得 r1 = 0或 r 1+ s1= 0;取 m= e1+ e2 ,得 r2 = r 1 或 r2+ s2= r 1+ s1 .

下面分两种情形讨论.

情形 1 � 当 r2 = 0时,由 r# 0 可得, r1 # 0,故 r 2 # r1 .于是, r1+ s1= 0, r2 + s2= r1 + s1 ,即 r+ s= 0 ,

这与已知的 r+ s#0 矛盾.

情形 2 � 当 r2 #0时,则 r2 = - s2 #0, 又由于 a
s
11 a

s
22 = f (!+ r , s) ,可知 f ( r, s)= q

r
2
s
1

- r
1
s
2 = 1� 所以,

可得 r 2s1= r 1s2 .于是, - s2s1= r1 s2 ,即- s1= r 1 ,即 r+ s= 0� 这与已知的 r+ s#0 矛盾.

定理 3 � 设 v 1 , v 2 , %, v t 为 t 维向量空间 V的一组基,那么

(1) 若不存在 k1 , k2  Z,使得 a1= q
k

1 , a2= q
k
2 ,则 M =  t

i= 1M i� 其中: M i =  r  �Cv i ( r)为 q�类似的
Virasoro�Like 代数 L q 的不可约模�

(2) 若存在 k1 , k2  Z,使得 a1 = q
k
1 , a2= q

k
2 ,则 M=  t

i= 1 M i , M i = M i
1  M i

2� 其中: M i
1 = Cv i ( !) ,

M i
2
=  r # 0Cv i (!+ r) , != - k2 e1+ k1e2  � 且 M i

1
, M i

2
为 L q 的不可约模.

证明 � (1) 显然, M i 是一个 L q�模� 下证 M i 的不可约性.

设 P 为M i 的一个非平凡子模,则存在 r  �,使得 v i ( r)  P.且对!s  �*
,有 D( s) ∃ v i ( r)=  ( s,
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r) ( a
s
11 a

s
22 - f ( r, s) ) v i ( s+ r) .

下面分两种情形讨论.

情形 1 � 若 a
s
11 a

s
22 # f ( r , s) , 则 v i ( s+ r)  P .

情形 2 � 若 a
s
1

1 a
s
2

2 = f ( r , s) ,则由引理 2 的( 1)可知, 必存在某个 m# 0 ,使得 a
m

1
1 a

m
2

2 # f ( r, m)且

a
m

1
1 a

m
2

2 # f ( r+ s,m) .由 a
s
1

1 a
s
2

2 = f ( r, s) , a
m

1
1 a

m
2

2 # f ( r, m) , 可得 a
s
1

+ m
1

1 a
s
2

+ m
2

2 # f ( r, s+ m)� 用 D( s+ m)

作用在 v i ( r)上可知, v i ( r+ s+ m)  P .又由 a
m

1
1 a

m
2

2 # f ( r+ s, m)可得, a
- m

1
1 a

- m
2

2 # f ( r+ s+ m, - m) ;用

D(- m)作用在 v i ( r+ s+ m)上可知, v i ( r+ s)  P.

由以上讨论可得 M i ∀ P,所以 M i 是不可约模.

(2) 显然, M i
1
为不可约模. 下证 M i

2
为不可约模.

由定义 1可直接验证 M i
2
为 L q�模.设 P 为M i

2
的一个非平凡子模, 则存在 r  �*

,使得 v i (!+ r)  

P.对于!s  �*
, D( s) ∃ v i ( !+ r)=  ( s, !+ r) ( a

s
11 a

s
22 - f ( !+ r , s) ) v i (!+ r+ s) , 当 r+ s #0 时,有 v i (!+

r+ s)  P.

下面分两种情形讨论.

情形 1 � 若 a
s
11 a

s
22 # f (!+ r, s) ,则 s+ r #0 ,可得 v i ( !+ r+ s)  P .

情形 2 � 若 a
s
11 a

s
22 = f (!+ r, s) , s+ r# 0 , 则由引理 2的(2)可知, 必存在某个 m#0 , 使得 a

m
11 a

m
22 #

f (!+ r, m)且 a
m

1
1 a

m
2

2 # f ( !+ r+ s,m) .由于 a
s
1

1 a
s
2

2 = f (!+ r, s) , a
m

1
1 a

m
2

2 # f (!+ r,m) ,可得 a
m

1
+ s

1
1 a

m
2

+ s
2

2 #
f (!+ r, m+ s) .

用 D(m+ s)作用在 v i ( !+ r)上可知, v i ( !+ r+ m+ s)  P. 又由 a
m

11 a
m

22 # f ( !+ r + s, m)可得,

a
- m

11 a
- m

22 # f ( !+ r+ s+ m, - m) ;用 D(- m)作用在 v i ( !+ r+ m+ s)上可知, v i (!+ r+ s)  P.

由以上讨论可知, M i
2
∀ P,所以 M i

2
为 L q 的不可约模.
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Modules of the q�Analog of the Virasoro�Like Algebra

WEN Qin�zhu

( S chool of M athem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � A class of mo dules M(�, a1 , a2 ) for L ie algebra L q is constructed, and the structure of the modules is studied.

It is prov ed that the modules are completely r educible. A irr educible quot ient mo dules ar e obtaied.
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