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某些调和单叶函数的稳定性及系数估计
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摘要 : � 利用线性连接区域作为工具, 研究单位圆盘上的复值调和函数 f = h+ �g ,证明 h+ �ei�g 及 h + �ei��g 具

有单叶性,其中 0 � �� 1,� R 据此, 证明某些调和单叶映射在特定条件下的系数估计猜想| | a0
n| - | a0- n | | �

n, n= 2, 3, !, 是真的.
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1 � 预备知识

假设 f ( z )是单位圆盘 D 上的上的复值调和函数,则 f ( z )可写成 f ( z )= h( z )+ g( z ) ,其中 h( z )和

g( z )是 D上的解析函数. 文[ 1]证明了 f 局部单叶的充要条件是 J f > 0, 即 h∀( z ) # 0, 且特征  ( z )=

g∀/ h∀满足|  ( z ) | < 1, z  D.文[ 2]讨论单位圆盘 D内的调和单叶函数的一些基本性质, 如偏差性质、系

数估计及调和单叶函数子类的一些性质,并提出了猜想 [ 3�5] 即
| | a

0
n | - | a

0
- n | | � n, � � n = 2, 3, ! (1)

� � 一个区域 ! ! C称为线性连接的, 如果存在一个常数 M < ∃ , 使得对任意 w 1 , w 2  ! 可用一条长度

l ( ∀) � M | w 1- w 2 |的路径 ∀来连接.文[ 6]研究了判别调和函数的单叶性问题, 得到了如下定理 
定理 A � 设 h% D &C是一单叶解析函数, 则存在常数 C> 0, 使得每一个具有|  | < C 的调和函数

f ( z ) = h( z )+ g( z )单叶的充要条件是 h(D)为线性连接区域.

定理B � 设f ( z ) = h( z ) + g( z )是D上保向的调和单叶映射 , 且f ( D ) 是M线性连接区域 , 若

|  | < 1/ M+ 1,那么 h( z )单叶.

定理C � 设f ( z )= h( z ) + g( z )是D上保向的调和单叶映射, 且f ( D )是M线性连接区域, 要是

|  | < 1/ 2M + 1, 则 f ( z )= h( z ) + e
i�
g ( z ) , � R单叶.

1 � 主要结论及其证明

定理 1 � 设 h %D &C是一单叶解析函数, h(D)是线性连接区域,则存在常数 C> 0,使得满足|  | <

C的每一个调和函数 h( z )+ �ei�g ( z ) , h( z )+ �ei�g ( z )在 D 上单叶. 其中, 0 � �� 1, � R 
证明 � 设 != h(D)是 M 线性连接区域, |  | = | g∀/ h∀| < 1/ M ,令 #= g� h- 1

, 则| #∀| < 1/ M . h( z )+

�ei�g ( z )在 D上单叶等价于w + �ei�#( w )在 h( D)上单叶.其中, 0 � �� 1, � R 
反证法 对 w 1 #w 2 ,有 �ei�#( w 2)- #( w 1)= w 1- w 2 ;但另一方面有

| �ei�#( w 2) - #( w 1) | = | �| | #( w 2) - #( w 1 ) | � | #( w 2) - #( w 1) | . (2)

� � 设 ∀! !是连接w 1 , w 2 的,且长度 l ( ∀) � M | w 1- w 2 |的任一条路径,那么有

| #( w 2) - #( w 1 ) | � ∋∀
| #∀( w ) | | dw | = 1/ M∋∀

| dw | � | w 1 - w 2 | . (3)

式(2) , (3)有矛盾,要证明 h+ �ei�g ( z )单叶, 只要 �g 改为g , ∀#改为 #即可.
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� � 在定理条件下可以证明 f ( D)也是线性连接的,其中 f = h+ �ei��g .

推论 1 � 设 f = h+ �g  SH (或 S
0
H ) , h %D &C是一单叶解析函数, h(D )是线性连接区域, 则存在常

数 C> 0,使得满足|  | < C 的h( z )+ �e
i�
g ( z )和 h( z )+ �e

i�
g ( z )在 D上单叶 其中, 0 � �� 1, � R 

定理 2 � 设 f 0  S
0
H , h0 是 D 上一单叶解析函数, h0(D)是线性连接区域,存在常数 C> 0,当|  | < C

时,有如下两个系数估计: (1) | | a0
n | - | a0

- n | | � n( n= 2, 3, !) ; (2) | a0
n | � n( n= 1, 2, 3, !) .

证明 � 从推论 1可知, h0( z ) + �ei�g 0( z )在 D 上单叶. 其中, 0 � �� 1, � R 由伯巴赫猜想可知,如

果有 z+ ∃
∃

n= 2
cnz

n  S
[ 4]

, 则有| cn | � n( n= 2, 3, !) . 于是,有| a0
n+ �ei�a0

- n | � n( n= 2, 3, !) .取 �= 1, 即有

| | a0
n | - | a0

- n | | � n( n= 2, 3, !) , 而由 h0( z )是单叶性,可得| an | � n( n= 1, 2, !) .

如果取 �= 1, �= 2ar g a
0
- n , 即有 | a0

n + a
0
- n | � n ( n = 2, 3, !) , 应用文 [ 2] 的系数关系不等式

| an+ a- n |
1+ | a- 1 |

� a
0
n+ a

0
- n � | an+ a- n |

1- | a- 1 |
,可得到如下定理 

定理 3 � 设 f = h+ �g  SH , h% D &C是一单叶解析映射, h( D)是线性连接区域, 则存在常数 C> 0 
当|  | < C时,有如下两个系数估计: (1) | an+ a- n | � (1+ | a- 1 | ) n( n= 2, 3, !) ; ( 2) | an | � n( n= 1, 2,

3, !) .

� � 定理 4 � 假设 f ( z )= h( z )+ g( z )是 D 上的保向的调和单叶映射, f ( D)是 M 线性连接区域 如果

|  | < C,
1

(1+ M)
2< c< 1

M + 1
,则 h( z )+ �ei�g ( z )及 h( z )+ �ei�g ( z )在 D上单叶.其中, 0 � �� 1, � R 

证明 � 由定理 B可知 h是单叶的,且 h(D)是 M / [ 1- c( 1+ M ) ]线性连接区域[ 6]
, 由定理 1证明过

程,即可知命题成立.

推论 2 � 在定理 3的条件下, 当 f  S
0
H 时, 可得如下两个系数估计: (1) | | a

0
n | - | a

0
- n | | � n( n= 2,

3, !) ; (2) | a
0
n | � n( n= 1, 2, 3, !) 当 f = h+ �g  SH 时,则可得如下两个系数估计: ( 1) | an + a- n | �

(1+ | a- 1 | ) n( n= 2, 3, !) ; ( 2) | an | � n( n= 1, 2, 3, !) .
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The Stability and Coefficient Estimates for

Some Harmonic Univalent Mappings

LIN Zhen�lian
( S chool of Mathem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � In this paper, the linear ly connected domains are used as a too l to pr ove t he functions h+ �ei�g and h+ �ei��g ,

0 � �� 1,� R to be univalent fo r the harmonic complex function f = h+ �g in the unit disk. On t his basis, the conjuctur e

of coefficient est imates | | a0
n| - | a0- n | | � n, n= 2, 3, !, for some harmonic univalent functions under specific condit ions ar e

pr oved to be cor rect.
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